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Me da gusto presentar el primer número de 
ReinvenTec. Revista de Ciencia y Tecnología 
del ITTLA. Esta publicación digital surge 
como parte de la celebración del 51 
aniversario del Instituto Tecnológico de 
Tlalnepantla (ITTLA) y, al mismo tiempo, 
como aporte a la divulgación de la ciencia, la 
tecnología y la innovación, no sólo de 
nuestros campus, sino más allá, incluso de la 
comunidad que conformamos en el 
Tecnológico Nacional de México (TecNM).  
Sirvan estas primeras palabras para instarles 
a enviar sus contribuciones para los 
siguientes números. 
En este primer ejemplar, un importante 
número de colaboraciones provienen de 
profesores del ITTLA; sin embargo, 

contribuyeron también autores de la Universidad Veracruzana (UV), la Universidad Autónoma 
de San Luis Potosí (UASLP), la Universidad Autónoma de Coahuila (UAdeC), el Consejo 
Nacional de Humanidades, Ciencias y Tecnologías (Conahcyt), el Tecnológico de Monterrey 
(ITESM), la Universidad Nacional Autónoma de México (UNAM), e incluso un artículo es de 
profesores de la Universidad José Martí Pérez (UNISS), en Cuba. A todos ellos agradezco en 
nombre del ITTLA su valiosa aportación. 
Entre los temas abordados destacan la trascendental enseñanza de las matemáticas; la ciencia 
y tecnología de los materiales; la optimización evolutiva (donde confluyen las matemáticas y 
las ciencias computacionales), aplicaciones de la lógica matemática, virus y otros asuntos de 
interés. 
Todos los trabajos fueron evaluados por expertos del área correspondiente, y si bien esta labor 
es en cierto sentido anónima, todos los árbitros han recibido su reconocimiento. Cabe destacar 
que en el arbitraje intervinieron especialistas del ITTLA y de distintas instituciones como el 
Instituto Politécnico Nacional (IPN); la Benemérita Universidad Autónoma de Puebla 
(BUAP); el Instituto Nacional de Astrofísica, Óptica y Electrónica (INAOE); la Unidad de 
Transferencia Tecnológica Tepic del Centro de Investigación Científica y de Educación 
Superior de Ensenada (CICESE-UT3); el ITESM; la Universidad San Francisco de Quito 
(USFQ), en Ecuador; y la Universidad de Picardía Julio Verne en Francia. 
Espero que la publicación de este primer número sea un paso decisivo hacia la consolidación 
de ReinvenTec. Revista de Ciencia y Tecnología del ITTLA, como un espacio reconocido por 
profesores, investigadores, estudiantes e instituciones para profundizar en el conocimiento y 
su aplicación renovadora. 
Con el buen ánimo que surge de este contexto, les invito muy cordialmente a leerla. 

 
 

 
 

M.C. Silvia Santiago Cruz 
Directora del Instituto Tecnológico de Tlalnepantla 
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Resumen: Este trabajo destaca la utilización de GeoGebra en el 

proceso de enseñanza y aprendizaje del Cálculo diferencial. Su 

objetivo es ofrecer una propuesta de tipos de tareas para la 

introducción o fijación de los conocimientos y habilidades 

relacionadas con contenidos del Cálculo diferencial con el uso de 

GeoGebra. La determinación de los contenidos a tratar con ayuda 

de GeoGebra parte de la experiencia del colectivo de autores y la 

determinación de las dificultades de los estudiantes en la 

comprensión de los mismos. La clasificación de los tipos de tareas 

docentes a utilizar resultó de la identificación de las 

potencialidades que ofrece GeoGebra para el proceso de 

enseñanza y aprendizaje del Cálculo diferencial y las concepciones 

establecidas en la Didáctica de la Matemática. El GeoGebra aporta 

facilidades en el tratamiento de representaciones, tanto analíticas 

como gráficas, con el uso de las bondades que aporta la geometría 

dinámica y su condición de sistema computacional algebraico, 

útiles ambas tanto para la introducción como para la fijación de 

conocimientos y habilidades. Su realización exigió la aplicación de 

diferentes métodos científicos con la finalidad de precisar los 

conceptos del Cálculo diferencial a tratar, los fundamentos 

teóricos de la propuesta y la sistematización de experiencias en 

función de obtener dicho resultado. 

 
Palabras claves: GeoGebra, Tareas docentes, Cálculo diferencial.  

I. INTRODUCCIÓN 

En la actualidad son múltiples los esfuerzos por mejorar la 

enseñanza de las ciencias [1], como parte de ello la enseñanza 

de la Matemática actualiza sus modelos de enseñanza, y como 

elemento fundamental, en los actuales modelos tiene un papel 

protagónico la introducción de las tecnologías de la 

información y las comunicaciones (TIC); ello se constata en los 

estándares de la Educación matemática [2] y en uno de sus 

instrumentos evaluadores más importantes, el proyecto PISA 

(Programme for International Student Assessment) [3]. 

Investigaciones teóricas y teórico-prácticas recogen la 

integración de las TIC al proceso de enseñanza y aprendizaje de 

la Matemática, a la enseñanza y aprendizaje del Análisis 

Matemático en general [4] y a la enseñanza y aprendizaje del 

Cálculo, específicamente en carreras de ingenierías [5, 6, 7, 8]. 

Dentro de las mismas se exponen fundamentos teóricos, 

resultados y direcciones futuras de trabajo en el campo de la 

didáctica de la Matemática relacionada con el Cálculo, esta 

didáctica se ocupa del aprendizaje de conceptos complejos y en 

muchas latitudes se conoce como Pensamiento Matemático 

Avanzado. 

                                                           
Fecha de envío: (20/07/2023) 

Fecha de aceptación: (23/08/2023) 
1 Universidad “José Martí Pérez” de Sancti Spíritus, Cuba. 

El aprendizaje de conceptos matemáticos complejos requiere 

de una didáctica que responda a los mismos, los trabajos en este 

sentido fueron iniciados por David Tall (citado por [9]) y otros 

renombrados matemáticos. Ellos ayudaron a comprender cómo 

debe ser el proceso de enseñanza y aprendizaje de estos 

conceptos a partir de investigar entre ellos mismos cómo es que 

se aprenden. Dentro de este proceso la tarea, la tarea docente o 

la tarea de aprendizaje, como quiera llamársele, cumple un rol 

esencial [9, 10]. 

Por otra parte, el software diseñado e implementado para 

asistir procesos que se dan en las diferentes disciplinas 

matemáticas se denomina asistente matemático. Los asistentes 

se clasifican en: Paquetes estadísticos, Sistemas de Algebra 

Computacional, Sistemas de Entorno para la Geometría 

Dinámica y Sistemas de Cálculo Numérico. Muchos de ellos se 

especializan en una sola de estas ramas y otros, menos 

especializados, poseen varias de ellas a la vez; GeoGebra es un 

ejemplo de éstos últimos.  

“GeoGebra no es sólo geometría (Geo), al menos como su 

nombre indica también es álgebra (Gebra), aunquer en la 

realidad, es más, es cálculo, es análisis y también estadística; en 

definitiva, GeoGebra supone una excelente opción para hacer 

unas matemáticas dinámicas” [11, p. 2], es además software 

libre. 

Pero ¿qué papel pueden jugar los asistentes matemáticos, en 

este caso GeoGebra, en el proceso de enseñanza y aprendizaje 

del Cálculo?  

En el proceso de enseñanza y aprendizaje de conceptos 

complejos es de vital importancia: (a) representar gráficamente 

(siempre que sea posible) las condiciones previas y el 

significado de los objetos que componen el nuevo concepto, (b) 

la transferencia entre las diferentes representaciones de un 

mismo objeto y (c) ejemplificar todos los casos posibles de los 

mismos; para todos esos aspectos la representación visual en los 

asistentes matemáticos proporciona un ambiente ameno, 

inmediato y motivador.  

Además, como medio de enseñanza, “los artefactos hacen 

más que mediar: ellos son parte constitutiva del pensamiento y 

de los sentidos” según Radford (citado por [12, p.8]). GeoGebra 

posee cualidades que lo hacen asequible para el profesor y el 

estudiante, posee facilidades para su uso en todos los aspectos 

(a), (b) y (c) anteriores y tiene implementado comandos 

específicos a los conceptos fundamentales contenidos en el 

Cálculo. 

lrrivero66@gmail.com (*autora de correspondencia); 

apgonzalez@uniss.edu.cu;  afonseca@uniss.edu.cu .  
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Para lograr un uso adecuado de los asistentes en el 

aprendizaje del Cálculo por parte de los estudiantes se hace 

necesario rediseñar, entre otras, las tareas que deberán resolver 

los mismos. El diseño de tareas utilizando las TIC es un tipo de 

estudio que se realiza fundamentalmente a partir de este siglo 

[13] con la explosión de la tecnología, con el amplio acceso a 

la misma y con la mejora en la calidad del procesamiento de 

cálculo e imágenes. 

Como resultado de varias reuniones metodológicas en el 

colectivo de profesores que imparten Análisis Matemático y 

Cálculo, se ha detectado que las tareas expresadas en guías de 

preparación, en actividades en el aula y como parte de los 

exámenes no han evolucionado en su forma y contenido, no 

siendo acordes, por tanto, a como han ido cambiando los 

medios de enseñanza, los estilos de aprendizaje y hasta los 

estudiantes, capaces de asumir el autoaprendizaje de 

aplicaciones informáticas con gran facilidad. 

En tal sentido, esta investigación estuvo guiada por la 

siguiente interrogante: ¿Cómo lograr un adecuado uso didáctico 

de la tarea docente con GeoGebra para el aprendizaje del 

Cálculo diferencial? 

 

Para dar respuesta a la interrogante anterior: 

• Se analizaron los principales conceptos que conforman el 

Cálculo diferencial y las dificultades esenciales que se 

reportan en la literatura con respecto a su aprendizaje. 

• Se documentaron las principales vistas y comandos que 

GeoGebra implementa y cómo pueden ser utilizadas en la 

enseñanza y aprendizaje del Cálculo diferencial. 

• Se estudiaron los tipos de tareas docentes según la didáctica 

general, la didáctica de la Matemática y el Cálculo diferencial. 

• Se sistematizaron las experiencias, que existían por parte del 

colectivo de autores, en función de clasificar tipos de tareas 

docente en GeoGebra para el aprendizaje del Cálculo 

diferencial. 

La investigación realizada emplea fundamentalmente los 

métodos histórico-lógicos para justificar la pertinencia del tema 

y conocer la evolución de la problemática tratada, el inductivo-

deductivo establece el vínculo entre las bases conceptuales en 

un resultado de valor teórico y práctico y la observación en las 

actividades docentes ya existentes por parte del colectivo de 

disciplina para retroalimentar y establecer mejoras en la 

propuesta inicial hasta contar con la que se ofrece en el presente 

trabajo. 

Toda sistematización reúne y compila experiencias útiles 

para los especialistas de cualquier materia, en este caso se logra 

una matriz de relación entre algunos de los conocimientos del 

Cálculo diferencial, el uso de GeoGebra y los tipos de tareas 

docentes que sustenta la didáctica de la Matemática. Esto ayuda 

a la planificación, que debe ser un proceso consciente y 

científico para que pueda lograr el cumplimiento efectivo de los 

objetivos planteados. 

El objetivo del presente trabajo es mostrar las diferentes 

formas en que se pueden manifestar, en el caso del Cálculo 

diferencial, los tipos de tareas asumidos en la presente 

investigación; así como, ilustrar las mismos en la mayoría de 

los casos. 

Para ello se seleccionaron ejemplos ilustrativos de la 

clasificación de tipos de tareas asumida en diferentes 

contenidos del Cálculo diferencial (tanto para funciones reales 

de variable real como funciones reales de dos variables reales). 

II. MATERIALES Y MÉTODO 

En los cursos de Cálculo existen varios contenidos: Límite y 

continuidad de funciones, Cálculo diferencial, Cálculo integral, 

Sucesiones y Series numéricas, Ecuaciones diferenciales y 

otros, en dependencia de la carrera de ingeniería y del currículo 

de la universidad en cuestión. La mayoría de ellos se estudian 

para funciones reales de una variable real y para funciones de 

varias variables reales. 

En el caso del presente trabajo sólo abordaremos contenidos 

relacionados con el Cálculo diferencial, para funciones reales 

de variable real como funciones reales de dos variables reales. 

Como los contenidos abordados desde el punto de vista 

matemático son ampliamente conocidos y existe una gran 

cantidad de textos, desde los clásicos hasta los más actuales, 

donde se les da tratamiento no se sacrificará espacio en función 

de los mismos. 

Consta en varios trabajos [14, 6, 15, 16] y en la experiencia 

del colectivo de autores [4, 17] que existen dificultades en la 

comprensión de los conceptos fundamentales del Cálculo 

diferencial, el estudiante suele obtener resultados analíticos 

desconociendo la interpretación gráfica, suelen aplicar 

procedimientos de cálculo como rutinas sin comprender el 

significado de los pasos de las mismas, la mayoría de las veces 

no están motivados (el Cálculo es algo que se debe vencer) y 

todo ello hace que tengamos que cambiar los métodos y medios 

de enseñanza; en esta investigación se hará a partir de la 

aplicación de tareas docentes con el uso de asistente 

matemático. 

Unir la experiencia didáctica y las bondades de GeoGebra 

para el logro de un proceso de enseñanza y aprendizaje 

asequible, actual y creativo, es lo que se desea lograr, pero ¿por 

qué GeoGebra? 

GeoGebra salió a la luz en 2002, su creador Markus 

Hohenwarter y actual director del equipo de programación 

trabaja en la Universidad Linz Johannes Kepler en Austria. Este 

proyecto se mantiene por ocho programadores de: Inglaterra, 

Hungría, Francia, Luxemburgo, Estados Unidos y Alemania. 

Su fortaleza fundamental [18] es el trabajo con la geometría 

dinámica (Vistas Gráfica 2D y 3D); sin embargo, el trabajo 

algebraico (Vista Algebraica) simultáneo a estas construcciones 

es el que lo distingue de otros asistentes de este tipo. En la vista 

algebraica se puede trabajar con objetos matemáticos y realizar 

operaciones sobre ellos, como por ejemplo con las funciones.  

Posee una hoja de Cálculo (Vista de Hoja de Cálculo), similar 

a Excel, para el trabajo con datos de todo tipo. Tiene una 

ventana Vista CAS (Computer Algebra System) que manipula 

y opera con estructuras algebraicas como objetos matemáticos 

y una ventana para el cálculo de probabilidades (Vista de 

Cálculo Probabilidad). 

En la presente investigación GeoGebra es seleccionado para 

el trabajo con los contenidos del Calculo diferencial, además de 

lo expresado anteriormente, por: 
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• Tener formas de crear Applets con carácter heurístico para 

el estudio de las condiciones necesarias y suficientes de un 

determinado concepto y su significado geométrico (siempre 

que sea posible) y el estudio del significado geométrico de 

conceptos fundamentales como los de límite y derivada 

• El trabajo con los deslizadores, que permiten en muchos 

casos generar tantos ejemplos como sea posible al 

parametrizar condiciones y propiedades de objetos 

matemáticos. 

• Tener comandos específicos para el trabajo con los 

principales conceptos del Cálculo diferencial (límite, 

derivada). 

• Ser un software libre, recientemente desarrollado para 

sistemas operativos Androide y Apple. 

Después de un estudio profundo de los contenidos 

matemáticos que forman parte del Cálculo diferencial, del logro 

de habilidades por parte del docente en el uso de GeoGebra en 

el tratamiento de los mismos y de las exigencias didácticas 

presentes en el proceso de enseñanza y aprendizaje, es que se 

comienzan a crear tareas docentes que logren cumplir con los 

objetivos deseados, hagan uso de GeoGebra y tengan un diseño 

adecuado con las directrices de la didáctica de la Matemática. 

El eslabón fundamental del proceso de enseñanza y 

aprendizaje de la Matemática es la tarea docente. “Las tareas 

pueden, por tanto, ser vistas como la fábrica del aprendizaje del 

estudiante”, [13, p.25]. Varios autores han publicado resultados 

teóricos relacionados con la misma:  

• [9] describen varias clasificaciones, tareas para la casa o 

para la clase, actividades individuales o en grupo. Describen 

dimensiones de las tareas como: contenido, procesos de 

pensamiento involucrados, circunstancia de realización y 

hasta estética pedagógica, por solo citar algunas. 

• [10] hacen un resumen de diferentes autores que han 

trabajado con el diseño de tareas docentes “ensamblando” 

varios conceptos. 

• [19] expresa que si las tareas docentes las clasificamos 

según grados de complejidad en dependencia del tipo de 

proceso cognitivos serán: reproductivas, conectivas o 

reflexivas. Si la clasificación se hace basada en las 

situaciones que trate pues serán tipos de tareas: personal, 

educativa, pública o científica; y si tenemos en cuenta los 

contextos (auténtico o hipotético). 

• [20] definen que el desempeño matemático se logra por la 

participación de profesores y estudiantes en actividades 

simuladas por tareas matemáticas. 

• [21] hace un estudio de la tarea desde el punto de vista del 

profesor, puntualizando que la mayoría alega no tener claro 

sus especificidades teóricas, pero sí lo que quieren lograr 

con ellas en sus estudiantes: trabajo, motivación y 

comprensión. 

Los autores del presente trabajo concuerdan con Gutiérrez 

(citado en [22]) al expresar que la tarea docente: 

• Constituye la célula básica del aprendizaje y es el 

componente esencial de la actividad cognoscitiva.  

• Es portadora de las acciones y operaciones que propician la 

instrumentación del método y el uso de los medios con fines 

predeterminados.  

• Sirve para provocar el movimiento del contenido y alcanzar 

el objetivo y se realizan en un tiempo previsto.  

Otra autora, Rizo (citada en [23]) las divide en: 

reproductivas, productivas y creativas. Para la presente 

investigación los autores consideran suficiente la clasificación 

de tarea docente de Zhuikov (citado por [24]) que las divide en: 

• Tareas docentes que son características del proceso de 

adquisición de contenidos matemáticos. 

• Tareas docentes para fijar el contenido adquirido. 

Es importante tener en cuenta estudios recientes que vinculan 

las tareas docentes al uso de las TIC [13] resaltando que lo 

esencial es deslindar el trabajo que corresponde a la 

computadora y el que corresponde al estudiante.  

Otros trabajos hacen referencia también a tareas docentes 

desde las TIC para el aprendizaje de la Matemática o de 

aplicaciones matemáticas [5, 12, 6, 25] y otros autores hacen 

referencia, no sólo a contenidos del Cálculo diferencial sino a 

su tratamiento desde GeoGebra [8, 14, 15, 16]. Se ha 

referenciado también descripción de fases para diseñar las 

tareas docentes con software [7] y refieren que estas tareas 

proporcionan visualización, experimentación y sorpresa.  

III. RESULTADOS Y DISCUSIÓN 

El colectivo de autores asume la clasificación de las tareas en: 

tareas docentes de adquisición de nuevo contenido y tareas 

docentes para fijar el contenido adquirido, sin embargo, cada una 

de esas clasificaciones posee a su vez diferentes modos de 

manifestarse. 

La tarea docente de adquisición de nuevo contenido es 

concebida para la fase de formación del concepto y para ser 

realizada con apoyo de GeoGebra consta de varias formas: 

a) Transferir de la representación analítica a la representación 

gráfica conceptos con el uso de animaciones, deslizadores y el 

dinamismo de GeoGebra en la búsqueda del significado 

geométrico de los mismos. 

b) Demostrar analíticamente o gráficamente, propiedades y 

relaciones conceptuales. 

Por otro lado, la tarea docente para fijar el contenido adquirido 

es concebida para la fase de desarrollo del concepto y para ser 

realizada con apoyo de GeoGebra consta de varias formas: 

a) Comprobación mediante representaciones gráficas de 

resultados de ejercicios realizados a lápiz y papel. 

b) Comprobación mediante representaciones analíticas de 

resultados de ejercicios realizados a lápiz y papel. 

c) Elaboración de resultados analíticos o gráficos intermedios o 

de apoyo en la resolución de problemas complejos. 

d) Argumentar resultados. 

e) Resolver ejercicios de gran complejidad de cálculo (imposibles 

de resolver a lápiz y papel en el ajustado tiempo de la clase). 

Como resultado de varios años de trabajo existen una gran 

cantidad de tareas docentes en casi todos los contenidos presentes 

en el Cálculo diferencial, en el presente artículo se incluyen 

solamente los ejemplos que se consideran más ilustrativos. 

Seguidamente se relacionan algunos temas escogidos del Cálculo 

diferencial para funciones ℝ → ℝ en la Tabla I y otros para 

funciones ℝ2 → ℝ en la Tabla II con sus respectivos ejemplos de 

tareas docentes realizadas con GeoGebra.  
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En cada tabla la letra del inciso correspondiente al ejemplo se 

relaciona con las formas descritas anteriormente para cada uno de 

los tipos de tareas: a) y b) para el tipo de tarea docente de 

adquisición de nuevo contenido e incisos del a) al e) para tipos de 

tarea docente para fijar el contenido adquirido. 

 

Tabla I. TIPOS DE TAREAS DOCENTES CON GEOGEBRA QUE HAN 

SIDO CONCEBIDAS Y APLICADAS PARA CONTENIDOS DEL 

CÁLCULO DIFERENCIAL DE FUNCIONES ℝ → ℝ 

Contenidos  Ejemplos de tareas docentes en 

GeoGebra 

Límite y 

continuidad de 

funciones 

En tareas docentes de adquisición de 

nuevo contenido: 

a) Introducción del concepto de límite 

según Cauchy, elaborado como 

Applet. Se muestra inicialmente en 

conferencia y se orienta trabajar con el 

mismo para variar los valores de 

épsilon de modo que el estudiante 

profundice en el concepto al encontrar 

la relación épsilon-delta. 

b) Mostrar la relación entre el resultado 

de los límites laterales en un punto y 

la clasificación de las 

discontinuidades de una función en 

ese punto. 

Se utilizó además en demostrar el 

significado de las formas indeterminadas 

del límite [17]. 

En tareas docentes para fijar el contenido 

adquirido: 

a) Ejercicio de cálculo de límites 

indeterminados utilizando la regla de 

L´Hôpital-Bernoulli, ver Tarea 1. 

b) Comprobación de cálculo de límites 

realizados a lápiz y papel. 

d) Ejercicios de argumentar utilizando 

GeoGebra el análisis de la 

continuidad de una función en un 

punto. 

Derivada En tareas docentes de adquisición de 

nuevo contenido: 

a) Introducción del concepto de derivada 

como el límite del cociente 

incremental, se recoge en un Applet 

tanto la obtención de la función 

derivada de varias funciones 

elementales, trabajando la relación 

que existe entre las representaciones 

gráficas de una función y su derivada. 

b) Demostrar el significado geométrico 

de la derivada de una función en un 

punto. En este caso se realiza la 

construcción de la recta tangente a una 

curva en un punto por la vía 

geométrica utilizando las facilidades 

que GeoGebra brinda y por otra parte 

se construye la recta tangente 

utilizando la derivada en el punto, de 

modo que el estudiante comprueba 

llegar al mismo resultado. 

b) Demostrar analíticamente, usando el 

CAS, de las reglas de derivación a 

partir del cálculo del límite del 

cociente incremental, en suma, resta, 

multiplicación y división de funciones 

elementales. 

En tareas docentes para fijar el contenido 

adquirido: Se utiliza en todas las formas 

de este tipo de tareas, especialmente: 

a) y b) En ejercicios de comprobación 

visual y analítica de la construcción 

de la recta tangente a una curva en un 

punto, ver Tarea 2. 

d) Se orientan ejercicios de cálculo de 

derivadas en los que se apliquen las 

reglas de derivación indicando que el 

estudiante argumente utilizando el 

CAS. 

Diferencial En tareas docentes de adquisición de 

nuevo contenido: 

a) Introducción del concepto de 

diferencial y su significado 

geométrico, se realiza un Applet en el 

que se puede ver cómo varía el valor 

del diferencial en dependencia del 

valor de dx, ver Tarea 3. 

En tareas docente para fijar el contenido 

adquirido: Se utiliza en todas las formas 

de este tipo de tareas y en una gran 

variedad de contextos. 

Teoremas 

fundamentales 

del Cálculo 

diferencial 

En tareas docentes de adquisición de 

nuevo contenido:  

b) En el caso de todos los teoremas 

(Rolle, Lagrange y Cauchy) 

ilustrando los mismos con casos 

particulares y variando las 

condiciones iniciales de modo que se 

incumplan y de encontrar relaciones 

premisas-tesis. 

En tareas docente para fijar el contenido 

adquirido: 

d) En ejercicios específicos de aplicación 

de los teoremas, ver Tarea 4. 

Construcción 

de gráficas 

En tareas docente para fijar el contenido 

adquirido: 

c) y e) El algoritmo para la construcción 

del gráfico de una función a partir del 

análisis de su dominio, imagen, 

interceptos con los ejes coordenados, 

signos, análisis de sus asíntotas 

(cálculo de límites), determinación de 

puntos críticos (ceros de la primera 

derivada), monotonía (signos de la 

primera derivada), puntos de inflexión 

(ceros de la segunda derivada) y 

concavidad o convexidad (signos de 

la segunda derivada), ver Tarea 5. 
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Tabla II. TIPOS DE TAREAS DOCENTES CON GEOGEBRA QUE 

HAN SIDO CONCEBIDAS Y APLICADAS PARA CONTENIDOS DEL 

CÁLCULO DIFERENCIAL DE FUNCIONES ℝ2 → ℝ 

Contenidos  Ejemplos de tareas docentes en 

GeoGebra 

Derivada 

parcial 

En tareas docentes de adquisición de 

nuevo contenido: 

b) Demostrar gráficamente el concepto 

de Derivada parcial para una función 

en un punto, ver Tarea 6. 

En tareas docente para fijar el contenido 

adquirido: Se utiliza en todas las formas 

de este tipo de tareas. 

Derivada 

direccional 

En tareas docentes de adquisición de 

nuevo contenido: 

b) Demostrar analíticamente y 

gráficamente el concepto de Derivada 

direccional (o en la dirección de un 

vector) para una función en un punto. 

Se relaciona con el concepto de 

Derivada parcial mostrar que con el 

uso de los vectores canónicos la 

Derivada parcial es un caso particular 

de la Derivada direccional, ver Tarea 

7. 

En tareas docente para fijar el contenido 

adquirido: Se utiliza en todas las formas 

de este tipo de tareas, especialmente los 

casos a) y b). 

Diferencial En tareas docentes de adquisición de 

nuevo contenido: 

a) Introducción del concepto de 

diferencial y su significado 

geométrico, se realiza un Applet en el 

que se puede ver cómo varía el valor 

del diferencial en dependencia de los 

valores de dx y dy, ver Tarea 8. 

En tareas docente para fijar el contenido 

adquirido: Se utiliza en todas las formas 

de este tipo de tareas especialmente en a) 

para la fijación del significado 

geométrico y en d) por razón similar. 

Extremos 

condicionados 

En tareas docente para fijar el contenido 

adquirido: 

a) Comprobación mediante 

representaciones gráficas de 

resultados de ejercicios realizados a 

lápiz y papel, ver Tarea 9. 

c) Elaboración de resultados analíticos o 

gráficos intermedios o de apoyo en la 

resolución de problemas complejos. 

Mediante el uso del CAS para la 

resolución de sistemas de ecuaciones 

que forman parte de la resolución del 

ejercicio, pero no son el objetivo a 

evaluar en este tipo de tareas, ver 

Tarea 9. 

 

A continuación, se describen los contenidos de las tareas 

docentes y se relacionan las vistas, comandos y herramientas de 

GeoGebra utilizadas en su confección. 

Los ejemplos tendrán la estructura: No. Tarea, Contenido y Uso 

de GeoGebra; los archivos de extensión ggb a los que se hace 

referencia son archivos de GeoGebra. Por razones de espacio se 

eliminan los incisos a resolver siempre que eso no afecte la 

comprensión del ejemplo. 

 

No. Tarea: 1. 

Contenido: En el archivo Límites-LHopital.ggb se ofrece la 

solución del cálculo de lim
𝑥→0

𝑠𝑒𝑛(5𝑥)

𝑙𝑛(1+4𝑥)
=

5

4
 por dos vías: utilizando 

la regla de L´Hôpital-Bernoulli (1) y mediante el uso de 

equivalentes (2). Resuelve los ejercicios siguientes por una u 

otra vía o por ambas en tu cuaderno.  

(Se indican a continuación 6 incisos que contienen todos los 

equivalentes explicados en clases y 2 incisos que no se pueden 

resolver con el uso de equivalentes). 

Selecciona uno de los incisos, resuélvelos con GeoGebra por 

ambas vías y envíalo por email a tu profesora. 

Uso de GeoGebra:  

En Vista CAS: 

Vía 1: Usar comando Derivada(expr) para derivar el 

numerador y denominador. Formar la expresión del cociente de 

ambas derivadas y calcular el límite de la expresión formada 

Límite(expr,valor). 

Vía 2: Introducir el argumento del límite. Utilizar el botón 

Sustituir para crear una nueva expresión que sea el resultado de 

la anterior después de sustituir las expresiones por sus 

equivalentes y calcular su límite Límite(expr,valor). 

A modo de comprobación, introducir una función en la Vista 

Algebraica f(x)=expresión y aparecerá su representación 

gráfica en Vista Gráfica 2D. Si el resultado del límite es un 

número se podrá calcular directamente el Límite(f,valor) en la 

vista Algebraica y deberá coincidir con los resultados 

anteriores, el resultado del mismo aparecerá en la vista 

Algebraica y además se podrá ver si en la representación gráfica 

coincide con el comportamiento de las imágenes de la función 

alrededor de ese valor de x. 

 

No. Tarea: 2. 

Contenido: En Recta tangente.ggb (Figura 1) se muestra el 

proceso de hallar la recta tangente a una curva en un punto dado 

con el uso de GeoGebra y además se encuentran representadas 

gráficamente la curva, el punto y la recta tangente. Resuelve los 

incisos que a continuación te indicamos en tu libreta y 

comprueba al menos 3 utilizando GeoGebra y envíalos a tu 

profesora. 

(Se indican a continuación 8 incisos que contienen variedad 

en cuanto al tipo de curvas, tipos de rectas tangentes y casos). 

Uso de GeoGebra:  

En Vista Algebraica y Gráfica 2D: 

Introducir una función f(x) = expresión, introducir el punto 

P=(a,f(a)) y determinar la tangente a la curva en ese punto 

mediante el icono de la Vista Gráfica 2D que realiza la acción. 

En Vista CAS: 

Hallar g(x)=Derivada(f). 

Utilizar el comando Sustituye para hallar el valor m=g(a). 
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Introducir la expresión y-f(a)=m*(x-a) de la cual resultará la 

expresión de la recta tangente. 

 

 
Fig. 1. Vista Gráfica 2D de Recta tangente.ggb. 

 

No. Tarea: 3. 

Contenido: Tarea realizada para la conferencia donde se 

introduce el concepto de Diferencial, la profesora explica el 

significado geométrico del mismo a la vez que muestra cómo 

manipular el Applet. 

Se adjunta a la guía de preparación para la clase práctica el 

archivo Concepto de Diferencial.ggb (Figura 2) de modo que el 

estudiante pueda hacer uso de él a la hora del estudio 

independiente. 

Uso de GeoGebra:  

En Vista Algebraica y Gráfica 2D: 

Introducir el deslizador dx. 

Introducir una función f(x) = expresión. 

Introducir puntos (A al F, unos como “punto sobre f” y otros 

como “Interseca(obj1,obj2)”) 

Formar rectas (g, ec1, h y p) una como 

“Tangente(punto,obj)” 

Representar inecuaciones “x(A) < x < 1 + d_x” (para ilustrar 

∆x) y “1 < y < y(B)” (para ilustrar ∆x). 

Definir diferencial como un segmento “Segmento(C, D)” 

Se puede mover el deslizador dx y el punto sobre la función, 

proporcionando la animación que muestra el significado 

geométrico del valor de la Diferencial. 

 

 
Fig. 2. Vista Gráfica 2D de Concepto de Diferencial.ggb. 

 

No. Tarea: 4. 

Contenido: En la presente guía de estudio te adjuntamos el 

archivo Teorema de Rolle.ggb, en el cual se muestra cómo 

realizar el chequeo de las premisas del teorema de Rolle para 

determinar si se cumplen y en consecuencia aplicarlo. 

Resuelve los casos que a continuación te ofrecemos en tu 

libreta y compruébalos en GeoGebra utilizando el mismo 

proceder del archivo ejemplo. 

(Se indican a continuación 3 incisos que contienen variedad 

en cuanto al cumplimiento o no de las premisas). 

Uso de GeoGebra:  

En Vista Algebraica y Gráfica 2D: 

Introducir una función f(x) = expresión. 

Calcular Derivada(f). 

Comprobar condiciones en el CAS o de manera gráfica. 

 

No. Tarea: 5. 

Contenido: En la presente guía de estudio aparece Trazo de 

curva.ggb (Figura 3), en el cual se muestra cómo realizar los 

cálculos auxiliares necesarios para trazar una curva a lápiz y 

papel. 

Resuelve los casos que a continuación te ofrecemos en tu 

libreta con el apoyo de GeoGebra. 

(Se indican a continuación 5 incisos que contienen variedad 

en cuanto a los diferentes aspectos a analizar). 

Uso de GeoGebra:  

Se realizan en el CAS los cálculos auxiliares para hacer el 

esbozo en la libreta de 𝑓(𝑥) =
𝑥3

𝑥2−1
: 

f(x)=x³/(x²-1) 

x²-1=0, Resuelve 

$1, Sustituye x=0 

x³ / (x² - 1)=0, Resuelve 

x³ / (x² - 1)>0, Resuelve 

Límite($1,-1), Límite($1,1), Límite($1,+-∞) 

Derivada(x³ / (x² - 1)), Resuelve (directamente da los puntos 

críticos) 

Derivada(x³/(x² - 1))>0, Resuelve (directamente da los 

intervalos donde f es creciente) 

Derivada(x³/(x² - 1),2) , Resuelve (directamente da los puntos 

de inflexión) 

Derivada(x³/(x² - 1))>0, Resuelve (directamente da los 

intervalos donde f es cóncava). 

 

No. Tarea: 6. 

Contenido: Tarea realizada para la conferencia donde se 

introduce el concepto de Derivada parcial. Se realiza el 

tratamiento analítico en la pizarra y los estudiantes en sus 

libretas y la profesora explica el significado geométrico del 

mismo utilizando GeoGebra. 

Se deja al estudiante Derivadas parciales.ggb de modo que 

reproducir la representación gráfica en GeoGebra en el caso de 

otras funciones y otros puntos. El archivo contiene el proceder 

explicado en texto. 

Uso de GeoGebra:  

En Vista Algebraica y Gráfica 3D: 

Introducir la función f(x,y) = expresión. 

Introducir un punto en la misma P= (2, 3, f(2, 3)). 

Calcular las respectivas derivadas parciales Derivada(f, x) y 

Derivada(f, y). 

Señalar el la función las curvas de nivel relacionada con las 

coordenadas x,y del punto IntersecaRecorridos(ecuación de 

planos, f). 
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Hallar las pendientes de las rectas (evaluando en las 

derivadas calculadas). 

Hallar los vectores directores (en los planos xz y yz). 

Hallar las rectas en el espacio que pasan por P, que ilustran 

las derivadas parciales en el puno Recta(P, vector director). 

 

No. Tarea: 7. 

Contenido: Tarea realizada para la conferencia donde se 

introduce el concepto de Derivada parcial. Se realiza el 

tratamiento analítico en la pizarra y los estudiantes en sus 

libretas y la profesora explica el significado geométrico del 

mismo utilizando GeoGebra. 

Se deja al estudiante Derivadas direccionales.ggb (Figura 4) 

de modo que reproducir la representación gráfica en GeoGebra 

en el caso de otras funciones y otros puntos. El archivo contiene 

el proceder explicado en texto. 

Uso de GeoGebra:  

En Vista Algebraica y Gráfica 3D: 

Introducir la función f(x,y) = expresión. 

Introducir puntos en el plano que determinen un vector. 

Calcular las respectivas derivadas parciales Derivada(f, x) y 

Derivada(f,y)…todo el proceder anterior, añadiendo en este 

caso el trabajo con el vector director (en el plano xy) y la 

formación de la derivada en esa dirección, utilizando el 

gradiente y el producto escalar. 

 

 
Fig. 3. Vista CAS de Trazo de curva.ggb. 

 

No. Tarea: 8. 

Contenido: Tarea realizada para la conferencia donde se 

introduce el concepto de Diferencial, la profesora explica el 

significado geométrico del mismo a la vez que muestra cómo 

manipular el Applet. 

Se deja al estudiante Concepto de Diferencial vv.ggb (Figura 

5) de modo que pueda manipularlo a la hora del estudio 

independiente. 

 

 
Fig. 4. Vista Gráfica 3D de Derivadas direccionales.ggb. 

 

Uso de GeoGebra:  

En Vista Algebraica y Gráfica 3D: 

Introducir una función f(x,y) = expresión. 

Introducir punto P=(x,y,z) 

Formar rectas, trabajar con inecuaciones y trabajar con los 

deslizadores dx y dy proporcionando la animación que muestra 

el significado geométrico del valor de la Diferencial para 

funciones ℝ2 → ℝ. 

 

 
Fig. 5. Vista Gráfica 3D de Concepto de Diferencial vv.ggb. 

 

No. Tarea: 9. 

Contenido: Como parte de la presente guía de estudio te 

enviamos el archivo el archivo Extremos condicionados.ggb 

(Figura 6). El mismo contiene la solución de problemas de 

extremos condicionados usando los comandos de CAS y la 

comprobación gráfica de los resultados del mismo. 

Resuelve los casos que a continuación te ofrecemos en tu 

libreta, de ellos selecciona uno y resuélvelo utilizando el CAS 

y compruébalos gráficamente el resto de las soluciones. 
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(Se indican a continuación 5 incisos que contienen variedad 

en cuanto al sistema de ecuaciones que hay que resolver en 

función de las derivadas parciales que se obtengan y la 

condición). 

Uso de GeoGebra:  

En Vista CAS (comprobación analítica): 

Introducir la función f(x,y) = expresión. 

Hallar derivadas parciales Derivada(f,x), Derivada(f,y) 

Introducir la condición g(x,y) = constante. 

Resolver sistema de tres ecuaciones (las dos derivadas y la 

condición). 

En Vista Algebraica y Gráfica 3D (comprobación gráfica): 

Introducir la función f(x,y) = expresión. 

Introducir la condición g(x,y) = constante. 

Introducir los puntos Pi=(x,y,z) que constituyen respuestas, 

verificando que representan los máximos/mínimos de la curva 

que resulta de la intersección de la función y la condición. 
Esta curva puede obtenerse con el comando Interseca( 

<Objeto>, <Objeto> ). 

 

 
Fig. 6. Vista Gráfica 3D de Extremos condicionados.ggb. 

 

Las tareas docentes con GeoGebra propuestas no son el 

resultado de una investigación en un período de tiempo 

determinado, son el resultado de la experiencia en el uso de 

GeoGebra adquirida por los docentes desde hace varios años que 

con los dos años de pandemia pasó de ser opción a ser necesidad. 

Se comenzó por utilizar GeoGebra como recurso heurístico y 

medio de enseñanza sólo por parte del profesorado en clases, 

fundamentalmente Conferencias. Posteriormente, se fueron 

incorporando el resto de las tareas a las guías de estudio y en el 

caso de algunas carreras se ha logrado incorporar el Laboratorio de 

Cálculo como una forma de docencia dentro del programa de la 

asignatura. 

Con la aplicación de las tareas docentes no se han resuelto todas 

las dificultades en el aprendizaje de los contenidos del Cálculo 

diferencial, incluso en casos puntuales los estudiantes ven en el uso 

de GeoGebra un obstáculo más a resolver. Además, queda mucho 

contenido por implementar en tareas docentes y quedan muchas 

posibilidades de GeoGebra por explotar (sobre todo las 

relacionadas con la implementación Androide/Apple) para hacer 

de esa opción una herramienta más eficiente. 

No obstante, se puede asegurar por la participación de los 

estudiantes en las clases prácticas y por los resultados de los 

exámenes, que se mejoró en la comprensión de conceptos 

complejos al constatarse una argumentación de mayor calidad en 

la exposición de los resultados. El colectivo de autores del presente 

trabajo constató un aumento de la motivación hacia la asignatura 

en los grupos donde se ha aplicado la experiencia e incluso en esos 

grupos algunos estudiantes utilizan GeoGebra de forma 

espontánea en su versión para móviles. 

IV. CONCLUSIONES 

Los contenidos del Cálculo diferencial se erigen como 

obstáculo en los primeros años de las carreras de ingeniería, por 

lo cual se deben tener en cuenta alternativas desde la didáctica 

que mejoren la calidad de su proceso de enseñanza y 

aprendizaje. Una solución puede estar presente en el uso 

planificado de las TIC y dentro del mismo destaca la 

incorporación de asistentes matemáticos. GeoGebra como 

exponente de estos últimos, tiene un ambiente agradable, fácil 

de aprender, tiene comandos específicos para el Cálculo 

diferencial y es software libre. 

Diseñar tareas docentes con el uso de GeoGebra hace que 

mejore la comprensión de los conceptos presentes en el Cálculo 

diferencial, por la inmediatez en el significado geométrico de 

los mismos (límite, derivada, diferencial, extremos) a partir de 

su representación algebraica o su definición; por las facilidades 

de transferencia entre representaciones de un mismo concepto 

y por la realización de ejercicios con mayor complejidad de 

cálculos, imposibles muchas veces de poder realizar a lápiz y 

papel. 

Las tareas docentes fueron diseñadas en dos grandes grupos: 

las de adquisición de nuevo contenido y para fijar el contenido 

adquirido, clasificación asumida de la literatura. A la 

clasificación anterior se añaden, para el caso del Cálculo 

diferencial, las formas: a) y b) para el primer tipo y del a) al e) 

para el segundo tipo de tareas; resultado este fruto del estudio 

teórico-práctico que relaciona contenidos de la didáctica de la 

Matemática, el Cálculo diferencial y GeoGebra. 

Cada uno de los tipos y formas anteriores han sido 

abordados con ejemplos concretos que abarcan el Cálculo 

diferencial para funciones de una (16 ejemplos) y dos variables 

(9 ejemplos). De ellos, algunos han sido expuestos con tareas 

concretas (9 en total) y el uso detallado que de GeoGebra se 

realiza en cada una de ellas, con más de una variante en algunos 

casos. 

Como resultado de aplicación de este tipo de tareas, en 

varios cursos; se ha constatado un incremento en la calidad del 

aprendizaje, en la motivación hacia el estudio del Cálculo 

diferencial y se ha incorporado en muchos el uso de GeoGebra 

de manera espontánea (tanto para PC como para dispositivos 

móviles) por parte de los estudiantes. 
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Resumen: El presente trabajo muestra el efecto de la modificación 

de superficies de sustratos de vidrio y acero 316L a través del 

empleo de métodos físicos y químicos, con la finalidad de obtener 

semillas que sirvan de soporte en la generación de nanocables de 

óxido de zinc empleando el método hidrotermal. Los resultados 

demuestran que la combinación de ambos métodos favorece el 

crecimiento de nanoestructuras de tipo hexagonal dando como 

respuesta una superficie modificada con un comportamiento 

hidrofóbico. 

I. INTRODUCCIÓN 

A través del tiempo el hombre ha observado la naturaleza y ha 

intentado replicar los fenómenos que en ella ocurren para dar 

soluciones a problemas ingenieriles. Una de las interrogantes 

que han surgido son: ¿Por qué algunas superficies se mojan y 

otras no?; es decir ¿Por qué algunas repelen el agua y otras no? 

Para poder ilustrar este hecho, en la fig. 1 se muestran algunas 

hojas con pequeñas gotas de agua que permanecen sobre su 

superficie y se quedan sobre ella sin mojarla, si esta se mueve, 

las gotitas correrán sin ningún problema. La hoja de flor de loto 

ha sido utilizada como referencia para poder estudiar este 

fenómeno por lo que a esta manifestación se le conoce como 

efecto loto [1].  

El interés en estos fenómenos generó que desde la década de los 

70’s los investigadores se dieran a la tarea de observar la 

estructura superficial de una hoja de flor de loto con un 

microscopio que contaba con la suficiente capacidad de 

resolución para observar detalles (microscopio electrónico de 

barrido), identificaron pequeñas estructuras, que, a su vez, 

tenían estructuras aún más pequeñas que provocaban que las 

hojas fueran repelentes al agua, introduciendo, gracias a esta 

observación el término hidrofóbico, es decir: que repele el agua 

[1].  Por el tamaño que tenían las estructuras descubiertas se les 

clasificó como nanoestructuras. En ingeniería, el prefijo nano 

se refiere a algo muy pequeño ya que un nanómetro es igual a 

un milímetro dividido un millón de veces  [2]. 

Las pequeñas nanoestructuras observadas sobre la superficie de 

la flor de loto se muestran en la fig. 2, la forma predominante 
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Fig. 1 Hojas con gotas de agua mostrando el efecto loto en la 

naturaleza. 

 

en estas superficies asemeja a filamentos que a su vez tienen 

miles de pequeños filamentos que son la razón por la que la 

superficie de la hoja no puede mojarse. Entre ellas se encuentra 

aire atrapado que evita que el agua pueda filtrarse, lo que 

justifica por qué una gota puede estar sobre una hoja, además, 

se dedujo que dicho comportamiento se ve favorecido por la 

superficie rugosa generada por las estructuras en ella, estas 

conclusiones dieron origen al modelo de humectabilidad 

denominado Cassie-Baxter [3]. 

 

 
Fig. 2 Nanoestructuras observadas en la superficie de la hoja 

de flor de loto [4]. 
 

Este efecto no es exclusivo de este tipo de hojas por las 

estructuras en ellas ya que existen en la naturaleza muchos otros 

ejemplos y estos se deben a una capa natural que puede ser de 

ceras o grasas que permiten a las superficies repeler el agua [1].  
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Para poder identificar si una superficie muestra 

comportamientos hidrofóbicos, se realizan pruebas en las que 

se toma en cuenta la interacción que existe entre la superficie 

sólida y el líquido. Para ello se hace uso de herramientas que 

posibiliten darle una medida a esta respuesta y le denominan 

medición del ángulo de contacto. Fig. 3. Dependiendo de los 

grados que presente la gota de agua con respecto a la superficie 

se podrá clasificar en hidrofóbica (con un ángulo de contacto 

mayor a 90°) o hidrofílica, es decir, que tiene afinidad por el 

agua (con un ángulo de contacto menor a 90°) [5, 6, 7]. 

 

 
Fig. 3 Medición del ángulo de contacto. 

 

Retomando la idea de continuar estudiando la hoja de flor de 

loto se logró identificar estructuras pequeñas que contienen una 

combinación de carbono con óxido de zinc, esta es la razón por 

la que para fabricar superficies hidrofóbicas sintéticas a nivel 

ingeniería se propone generar nanoestructuras de óxido de zinc, 

ya que han demostrado que pueden producir estructuras de tipo 

hexagonal conocida como wurtzita, que asemeja por mucho a 

las estructuras en la superficie de la hoja de loto [8]. 

La estructura hexagonal del óxido de zinc es la más estable 

entre todas sus geometrías, como se muestra en la fig. 4 se 

forma de átomos de oxígeno y zinc. Esta estructura es capaz de 

crecer varios nanómetros de forma vertical convirtiéndola en 

una estructura muy particular similar a pequeños filamentos 

denominados nanocables [9]. 

Los nanocables de óxido de zinc se pueden hacer crecer sobre 

una superficie si a esta se le añade previamente un sitio de 

crecimiento definido y muy particular llamado semilla que sirve 

como base para posteriormente hacer crecer los nanocables 

[10]. 

 
Fig. 4 Estructura hexagonal del óxido de zinc (wurtzita). [3] 

 

Existen diversos métodos para elaborar nanoestructuras, entre 

ellos encontramos el método químico que consiste en hacer una 

mezcla de reactivos para sintetizar nanoestructuras en un medio 

líquido (fig. 5a) [10]; y el método físico que mediante el uso de 

depósito físico de vapor asistido por plasma, evaporando y 

condensando especies químicas, puede generar semillas con 

morfologías diversas, utilizando para ello un reactor en el que 

se controlan las variables del proceso para formar las 

nanoestructuras deseadas (fig. 5b) [11].  

Como se mencionó anteriormente, se puede colocar una semilla 

sobre la superficie y posteriormente hacer crecer los nanocables 

utilizando la combinación de métodos físicos o químicos para 

finalmente hacer crecer los nanocables utilizando el método 

hidrotermal el cual consiste en llevar una solución por encima 

de su punto de ebullición en un recipiente cerrado que mantiene 

una presión constante con lo que se favorece la unión de los 

átomos y la obtención de los nanocables de óxido de zinc con 

la composición y la morfología deseada [12]. 

 

 
Fig. 5 Método para la obtención de nanoestructuras. a) 

Método químico; b) Método físico mediante el uso de plasma. 

 

Esta combinación de metodologías y procesos, buscan 

identificar las variables importantes de cada proceso con el fin 

de obtener nanocables de óxido de zinc, con morfologías 

hexagonales, que sean estables y que crezcan preferentemente 

de manera vertical para que finalmente sean caracterizadas y 

definir si las superficies modificadas mostrarán un 

comportamiento hidrofóbico.  

El objetivo de este trabajo es conocer el comportamiento básico 

de las superficies modificadas con nanocables con el fin de 

encontrar posibles aplicaciones, entre ellas superficies 

autolimpiables, superficies con propiedades antibacterianas o 

superficies fotocatalíticas útiles en la remoción de 

contaminantes.  

II. DESARROLLO 

Se procedió a crecer semillas por diferentes métodos como: por 

rotación (spin-coating, fig.6a), por inmersión (dip-coating, 

fig.6b) o como película delgada (PVD, deposición física de 

vapor asistida por plasma, fig.6c) sobre sustratos de vidrio y 

sustratos de acero inoxidable 316L. 

Una vez que la semilla se colocó sobre los sustratos, en la 

superficie se crecen los nanocables empleando el método 

hidrotermal, utilizando una solución rica en zinc disuelta en 

agua, en la que se sumergieron los sustratos con las semillas, se 

taparon los recipientes y se llevan al horno durante 4 horas a 90 

°C para crecer los nanocables de óxido de zinc (fig. 7). 
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Fig. 6 Proceso para depositar la semilla de óxido de zinc.                

a) spin-coating; b) dip-coating; c) PVD 

 

Transcurridas las 4 horas en el horno, se sacaron los sustratos 

lenta y cuidadosamente, se lavaron para eliminar los residuos y 

se pusieron a secar. Una vez secos los sustratos recubiertos, se 

caracterizaron en el microscopio electrónico de barrido para 

observar las nanoestructuras y finalmente evaluar el ángulo de 

contacto a fin de identificar la metodología que generó 

superficies hidrofóbicas.  

 

 
Fig. 7 Método hidrotermal 

 

Las mediciones realizadas a los nanocables de óxido de zinc se 

muestran en la tabla I. Se observa que, a través del empleo del 

método físico, el diámetro de los nanocables es mayor, mientras 

que para spin coating se obtienen los diámetros menores. 

En la fig. 8 se muestran los nanocables que se sintetizaron en 

superficies de vidrio (a) y b)) y acero 316L(c)).  

La Fig. 8 a) muestra las nanoestructuras obtenidas empleando 

el método:  Spin coating para obtener semillas y por el método 

hidrotermal para crecer nanocables de ZnO sobre el vidrio, el 

crecimiento de estos es en forma de arbusto en dirección 

vertical y el ángulo de contacto obtenido fue de 101°.  

La Fig. 8 b) muestra las nanoestructuras obtenidas empleando 

el método de Dip coating para obtener semillas y mediante el 

método hidrotermal crecer nanocables de ZnO sobre vidrio, se 

observa un crecimiento de tipo césped en dirección vertical, 

obteniendo un ángulo de contacto de 110°. 

Finalmente, la fig.8 c) muestra el crecimiento de 

nanoestructuras empleando el método: deposición física de 

vapor asistida por plasma (PVD), para obtener semillas y 

crecer nanocables de ZnO por el método hidrotermal sobre 

acero 316L, se observa un crecimiento en todas direcciones y 

en algunos casos entrecruzados sin direcciones definidas, 

obteniendo un ángulo de contacto de 121° sobre la superficie 

del sustrato.  

 

Tabla I. ESPESORES Y LONGITUDES DE LOS NANOCABLES DE 

ÓXIDO DE ZINC 

MÉTODO DIÁMETRO (NM) LONGITUD (µM) 

SPIN COATING 248 2.2 

DIP COATING 270 2.4 

PVD 358 4.8 

 

Los resultados obtenidos muestran que se lograron morfologías 

del tipo hexagonal de ZnO, tanto en sustratos de vidrio como en 

los sustratos de acero inoxidable 316L y se obtuvieron ángulos 

de contacto mayores a 90°, lo que hace que estas superficies 

sean hidrofóbicas es decir muestran repulsión al contacto con el 

agua. El arreglo de las nanoestructuras de ZnO en las 

superficies de los sustratos (césped, arbusto y en todas 

direcciones), promueven un comportamiento hidrofóbico ya 

que la estructuras pueden encapsular aire formando cojines de 

aire propiciando que el agua quede únicamente en la superficie 

y no pueda introducirse entre los nanocables. El arreglo tipo 

arbusto tiene un ángulo de contacto menor que el tipo césped o 

el que crece en todas direcciones. Esto puede deberse a la no 

homogeneidad del crecimiento de las estructuras en toda la 

superficie. El valor más alto de ángulo de contacto se encontró 

en el crecimiento en todas direcciones y esto se explica por la 

cantidad y tamaño de huecos entre nanoestructuras, ver Fig. 8. 

III. EJEMPLOS Y APLICACIONES 

Las aplicaciones de los nanocables de óxido de zinc son muy 

variadas, ya que pueden emplearse en diferentes áreas, como la 

industria textil, farmacéutica, electrónica, la industria 

aeroespacial e incluso en la biomedicina, entre algunas otras. 

Las nanoestructuras de óxido de zinc tienen propiedades 

excelentes a la absorción a la radiación UV, propiedades 

ópticas, eléctricas y excelentes propiedades antibacterianas; 

pueden emplearse para la fabricación de paneles solares, 

sensores para la detección de gases, fabricación de vidrios 

especiales, pantallas de cristal líquido, espejos láser, diodos 

transistores, e incluso utilizada en recubrimientos superficiales 

en prótesis dentales, razón por la cual, el presente trabajo se 

centró en él estudió del procesamiento de nanocables de óxido 

de zinc sobre sustratos como el vidrio y el acero 316L. 

IV. CONCLUSIONES 

La síntesis de nanocables de óxido de zinc por el método 

hidrotermal a baja temperatura es favorable para generar el 

crecimiento de las nanoestructuras sobre sustratos de vidrio y 

de acero inoxidable 316L.  
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Los ángulos de contacto obtenidos demuestran que mediante la 

combinación de estos métodos se pueden obtener superficies 

hidrofóbicas ya que una vez que fueron evaluados sus ángulos 

de contacto estos superan los 90°.  

Los nanocables obtenidos por el método de PVD presentan un 

mayor diámetro y longitud, esto debido a que la semilla 

depositada por este proceso es columnar lo que propicia que las 

nanoestructuras crezcan en forma vertical. 

 

 
Fig. 8 Nanocables de óxido de zinc sintetizados sobre 

superficies de vidrio (a) y b)) y acero 316L(c)).  
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1 

Resumen: Se presenta el concepto de testor desde una óptica de la 

Lógica Matemática y con aplicación a los problemas de 

clasificación supervisada en el reconocimiento de patrones. Se 

relaciona el concepto primario con otros surgidos en otras teorías 

y se mencionan algunas extensiones que ha tenido el concepto de 

testor, así como algunos algoritmos que se han desarrollado para 

su cálculo, teniendo en cuenta la complejidad algorítmica del 

problema. El tema puede ser de interés para personas cercanas a 

la Matemática y la Computación. 

 

Palabras claves: testor, testor típico, testor irreducible, implicante 

primo.  

I. INTRODUCCIÓN 

El origen del concepto de testor [1] se enmarca en el análisis de 

desperfectos en circuitos lógicos complejos; expondremos los 

conceptos fundamentales de su enfoque matricial, introducido 

en 1966 [2] por estar más vinculado a la Teoría de 

Reconocimiento de Patrones, en particular a un problema de 

clasificación supervisado y resultar sencillo. 

II. PLANTEAMIENTO DE UN PROBLEMA DE CLASIFICACIÓN 

SUPERVISADA 

Consideremos el planteamiento clásico de un problema de 

clasificación supervisado en el reconocimiento de patrones:  

Sea 𝑈 un universo de objetos estudiar, de 𝑈 sabe que está 

dividido en ciertas “clases” 𝐾1,…, 𝐾𝑟 , tales que la unión de ella 

es todo 𝑈 (𝑈 = ⋃𝑖=1
𝑟 𝐾𝑖) y que no existen elementos de 𝑈 que 

estén en más de una clase (𝐾𝑖 ∩ 𝐾𝑗 = ∅ para 𝑖 ≠ 𝑗); de modo 

que {𝐾1,…, 𝐾𝑟  }constituye una partición de 𝑈 y el problema 

consiste en “dado un objeto S de 𝑈 determinar a qué clase 

pertenece; es decir, responder las preguntas ¿S ∈ 𝐾𝑖?, i 

=1,2,…,r.” 

Se dice que estamos ante un problema de clasificación 

supervisado si sucede que sólo se conocen algunos 

“representantes” de cada clase; esto es, ciertos subconjuntos 

propios 𝐾1
′,…, 𝐾𝑟

′ de 𝐾1,…, 𝐾𝑟  respectivamente y como se dijo 

antes se quiere saber a qué clase pertenece un nuevo objeto S; 

o sea, un objeto que no está en ninguno de los 𝐾𝑖
′ (i=1,2,…,r). 

Este tipo de problema se menciona en la literatura como un 

problema de reconocimiento con aprendizaje o de clasificación 

supervisada. 

                                                           
Fecha de envío: (03/08/2023) 

Fecha de aceptación: (24/08/2023) 
1Universidad Autónoma de San Luis Potosí, San Luis Potosí, SLP, México. 

(*autor de correspondencia). guillermo.sanchez@uaslp.mx 

Lógicamente el problema tiene otras formulaciones derivadas, 

por ejemplo, si las clases no son disjuntas, si de alguna clase no 

se conocen representantes, etc.; pero a ellos no nos referiremos 

aquí. Se extiende incluso al marco de la teoría de subconjuntos 

difusos, del procesamiento del lenguaje natural y otras. 

Con el planteamiento clásico, la muestra de aprendizaje pudiera 

expresarse en forma de matriz de aprendizaje (MA) si cada 

objeto del universo se describe en términos de un conjunto de 

rasgos o propiedades 𝑅 = {𝑥1, … , 𝑥𝑛}; de modo que, si 

consideramos por ejemplo las clases K1 y K2 en las que se 

conocen t y s elementos respectivamente, nuestra muestra de 

aprendizaje se puede representar como: 

 

 
Hemos denotado por Ai (i = 1,2,…,t) los elementos conocidos 

de K1 y por Bj (j=1,2,.., s) los de K2; cada columna aparece 

asociada a una variable y entonces cada elemento de la matriz 

es la evaluación de la propiedad que representa la columna, en 

el objeto que se describe en esa fila. 

Es importante destacar que en cada objeto O de lo que hemos 

llamado muestra de aprendizaje se tienen dos tipos de 

información, que son su descripción en términos de las 

variables; que en la matriz es la fila correspondiente y que se 

pudiera representar en forma de vector como 

(𝑥1(𝑂), 𝑥2(𝑂), … 𝑥𝑛(𝑂)); pero además se sabe su pertenencia a 

las clases, esta información se puede representar vectorialmente 

con unos y ceros; el así llamado vector de pertenencias tendrá 

tantos componentes como clases haya, el uno se entenderá 

como pertenencia y el cero como su negación. 

En nuestro ejemplo el vector de pertenencias de todos los Ai (i 

= 1,2,…,t) será (1,0) y el de los Bj (j = 1,2,…,s) es (0,1). 

Sobre las variables -en principio- no ponemos restricción 

alguna. 

2Tecnológico Nacional de México/IT de Tlalnepantla, Tlalnepantla de Baz, 

Edo. Mex, México. manuel.lc@tlalnepantla.tecnm.mx  
3Investigadoras e Investigadores por México/CONAHCYT, Ciudad de 

México, México. nelva.almanza@conahcyt.mx 
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Para los objetos a clasificar, de los que se tiene su descripción, 

el problema justamente es encontrar su vector de pertenencias. 

Para llegar a una respuesta tendríamos que comparar el objeto 

a clasificar con los de la muestra de aprendizaje y a partir de ahí 

sacaríamos conclusiones. El cómo se puede hacer esto, es en 

gran medida el objeto de estudio de la teoría de reconocimiento 

de patrones. 

Una manera de comparar dos objetos es comparándolos 

variable a variable; de modo que a cada una de ellas le 

asociaremos lo que llamaremos un “criterio de comparación” y 

que con el fin de dar la definición de testor -que es nuestro 

objetivo- consideraremos que el criterio de comparación nos 

permitirá decir, dados dos objetos si son “semejantes” o “no 

semejantes” atendiendo únicamente esa variable. Esto podemos 

expresarlo construyendo una nueva matriz (de diferencia) cuyas 

filas serán el resultado de comparar dos objetos de la muestra 

de aprendizaje -que estén en clases distintas- y que tendrá tantas 

filas como pares de objetos de tal tipo existan. 

En nuestro ejemplo esta matriz, que denotaremos MD, tendrá m 

filas (y n columnas como MA). De manera general si hay r 

clases y cada clase Ki tiene mi elementos en la muestra de 

aprendizaje (i = 1,2, …, r); entonces MD tiene m filas siendo m 

=∑ ∑ 𝑚𝑖𝑚𝑗
𝑟
𝑗=𝑖+1

𝑟−1
𝑖=1 . 

Veamos un ejemplo; sea: 

 

 
Consideremos que para 𝑥1 y 𝑥2 entenderemos que la 

“semejanza” es la igualdad; de modo que dos valores se 

considerarán “no semejantes” si no son iguales; para 𝑥3 dos 

valores se considerarán “no semejantes” si su diferencia en 

valor absoluto es mayor que uno y para 𝑥4 dos valores serán 

semejantes si tienen la misma paridad. 

En MD representaremos la semejanza por 0 y lo contrario por 

1; entonces 

 
La fila 1 1 1 1 de MD significa que existen en MA dos filas 

correspondientes a clases diferentes que son “no semejantes” en 

cada una de las columnas; estas filas son A1 =2 0 3 5 y B1=3 1 

0 8. La fila 0 0 1 1 de MD, en su caso, se asocia a las filas A2 

=3 1 4 7 y B1=3 1 0 8 de MA y está expresando “semejanza” en 

las columnas 1 y 2 y “no semejanza” en las columnas 3 y 4. De 

esa manera se forma MD, donde el orden de las filas no es 

importante. 

III. EL CONCEPTO DE TESTOR 

Sea T un subconjunto de rasgos (T ⊆ R); diremos que T es un 

testor respecto a MA si sus rasgos son suficientes para 

“diferenciar” los elementos de cada clase con respecto a todos 

los demás (de las restantes clases). 

Fácilmente se ve que T es un testor si cuando se suprime en MD 

las columnas correspondientes a los rasgos que no están en T no 

resulta -en la submatriz que queda- ninguna fila compuesta 

únicamente de ceros. 

En el ejemplo, 𝑇1 = {𝑥1, 𝑥2} no es un testor, pero 𝑇2 = {𝑥1, 𝑥3} 

y 𝑇3 = {𝑥2, 𝑥3, 𝑥4} sí lo son. 
MA puede no tener testores; si el conjunto R no lo es; es decir, 

si en MD hay alguna fila completa de ceros; esto significa que, 

con los criterios de diferenciación definidos para cada rasgo, 

resulta que existe al menos un par de objetos en clases 

diferentes, que son “semejantes” en cada rasgo. Tal situación 

no es deseable en un problema de clasificación supervisado; o 

admitimos que los criterios de diferenciación no son adecuados 

o entonces aceptamos que las clases no son disjuntas. 

En particular existe una familia de testores que resulta de 

especial interés; son los llamados testores típicos. 

Sea T un testor de MA; diremos que T es un testor típico si 

ningún subconjunto propio de T es un testor de MA. Los 

testores típicos son entonces los testores minimales para la 

relación de inclusión. 

En el ejemplo, 𝑇2 = {𝑥1, 𝑥3} es un testor típico, pero 𝑇3 =
{𝑥2, 𝑥3, 𝑥4} no lo es ya que por ejemplo {𝑥2, 𝑥3} es un testor. 

Surge de inmediato el problema de encontrar la familia de 

testores típicos dada una MA; familia que se vincula a la 

solución de los problemas relacionados con la selección de 

variables, relevancia de los rasgos, etc. 

Veamos a través del ejemplo, cómo encontrar los testores 

típicos de MA y para ello vamos a partir de MD. 

Sabiendo que cada fila de MD es el resultado de comparar dos 

objetos de clases distintas; entonces en nuestro ejemplo 

podemos afirmar a partir de cada fila, ordenadamente, que 

existen dos objetos en clases diferentes en MA que se 

diferencian en {𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4} y otro par que se diferencian en 

{𝑥1, 𝑥2, 𝑥4}; y otro en {𝑥1, 𝑥3, 𝑥4}, otro en {𝑥3, 𝑥4} y así 

sucesivamente; luego, si queremos diferenciar todos los objetos 

de una clase, de los de otra debemos tomar x1 ó x2 ó x3 ó x4 para 

diferenciar los del primer par, y además x1 ó x2 ó x4 para 

diferenciar los del siguiente par; y así sucesivamente. 

Utilizando los operadores lógicos AND (∧) y OR (∨), esto se 

puede representar en una fórmula lógica conjuntiva así: 

(𝑥1𝑥2𝑥3𝑥4) (𝑥1𝑥2𝑥4) (𝑥1𝑥3𝑥4) (𝑥3𝑥4) 

(𝑥1𝑥3𝑥4)  (𝑥2𝑥3𝑥4) 

Aplicando ahora propiedades de estos operadores podemos 

obtener una fórmula disyuntiva equivalente. 

Es un resultado bien conocido que toda fórmula de cálculo 

proposicional se puede expresar como disyunción de 

conjunciones, que incluso esta forma puede ser tal que cada 

conjunción resulte un implicante primo (esta manera conocida 

a veces como forma normal disyuntiva reducida (F.N.D.R.), es 

única). 

En una forma disyuntiva, cada término (conjunción) que la 

conforma es un implicante. 

Dada una forma conjuntiva, podemos obtener una forma 

disyuntiva equivalente aplicando las propiedades de 
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idempotencia, absorción, conmutatividad, asociatividad y 

distributividad. 

Veamos en el ejemplo 

    (𝑥1𝑥2𝑥3𝑥4) (𝑥1𝑥2𝑥4) (𝑥1𝑥3𝑥4) (𝑥3𝑥4)  
(𝑥1𝑥3𝑥4)  (𝑥2𝑥3𝑥4) 

=(𝑥1𝑥2𝑥4) (𝑥3𝑥4) aplicando ley de absorción 

=  (𝑥1𝑥3)  (𝑥1𝑥4)  (𝑥2𝑥3) (𝑥2𝑥4) (𝑥3𝑥4) 𝑥4  

aplicando leyes de distributividad e idempotencia 

=  (𝑥1𝑥3)  (𝑥2𝑥3) 𝑥4   aplicando ley de absorción 

y hemos llegado a la forma normal disyuntiva reducida 

equivalente. 

La fórmula planteada inicialmente (que lograba diferenciar 

cada par de objetos en clases diferentes) es equivalente a la que 

expresa tomar 𝑥1 y 𝑥3; ó 𝑥2 y 𝑥3; ó 𝑥4; cada uno de estos 

términos (conjunciones) logra lo que queremos y son además 

minimales ya que constituyen los implicantes primos. Ellos son 

pues los testores típicos de MA; lo que fácilmente puede 

comprobarse en MD. 

 

𝑇2 =  𝑥1, 𝑥3, 𝑇4 =  𝑥2, 𝑥3, 𝑇5 = 𝑥4  
 

Se verifica que cualquier otro subconjunto de R o no es un testor 

o contiene uno de estos testores típicos. 

Para la obtención de la F.N.D.R. existen métodos muy 

conocidos como el de Quine–McCluskey, el de Karnough (útil 

para pocas variables (n ≤ 4)), el de tabulación y otros; pero hay 

que decir que el problema es computacionalmente complejo. 

Cada testor típico representa entonces un nuevo sistema de 

referencia (conjunto de variables); en general más pequeño y en 

el que se mantiene la diferenciación de las clases. Estas 

características de un testor típico son importantes no sólo en el 

contexto de un problema de clasificación supervisado, sino 

además en el contexto de la selección de variables, de la 

reducción de atributos, la construcción de reglas, entre otros. 

 

IV. ALGORITMOS, EXTENSIONES Y CONCEPTOS RELACIONADOS 

1. Algoritmos para el cálculo de testores irreducibles 

Teniendo en cuenta la complejidad algorítmica exponencial 

del problema de calcular todos los testores irreducibles de una 

muestra de entrenamiento, no han sido pocos los intentos de 

desarrollar algoritmos que puedan desarrollar esta tarea. En [3] 

se presenta un recorrido bastante detallado de los principales 

algoritmos publicados desde 1983 hasta 2020, pero aún después 

de esa fecha se continúan publicando algoritmos vinculados a 

esa tarea, que van reduciendo los tiempos de ejecución, al 

menos en un grupo importante de situaciones [4-6]. 

2. Extensiones del concepto original  

Casi desde los orígenes del concepto de testor, se han 

estudiado algunas variaciones o generalizaciones del concepto 

original, considerando que los criterios de comparación de 

valores de una variable no fueran bivalentes, sino k-valentes, o 

incluso evaluados en un intervalo continuo, o suavizando o 

restringiendo las condiciones para considerar que dos objetos 

en clases diferentes son distinguibles o diferentes. Así han 

surgido k-tesores, δ-testores, ε-testores, fs-testores, g-testores y 

testores difusos, por solo citar algunos. Se puede encontrar una 

exposición de algunos de estos conceptos en [7-9]. 

3. Conceptos de otras teorías relacionados con el concepto de 

testor irreducible 

La idea que sustenta el concepto de testor es bastante intuitiva 

a la vez que robusta, por lo que no debe sorprender que 

conceptos muy similares hayan sido desarrollados en otras 

teorías. Ese es el caso del transversal de un hipergrafo, concepto 

desarrollado de manera independiente en la teoría de grafos, 

pero que tiene mucha similitud y puntos de contacto con el 

concepto de testor. De manera análoga en la teoría de conjuntos 

aproximados o rugosos, se define el concepto de reducto, que 

en muchos sentidos coincide con el de testor irreducible. Para 

profundizar en este tema el lector puede consultar [10] u [11]. 

V. CONCLUSIONES 

El concepto de testor, se basa en una idea intuitiva y robusta, 

enraizada en la lógica matemática, con vínculos en otras ramas 

del saber. A pesar de la complejidad que presenta el cálculo de 

los testores irreducibles, se ha tenido un avance significativo en 

el desarrollo de algoritmos exhaustivos para generarlos, además 

de diversas heurísticas. También, algunas adecuaciones se han 

aplicado en el cálculo de otros conceptos relacionados como los 

reductos de la teoría de conjuntos rugosos. 

Los testores irreducibles se han utilizado en el proceso de 

selección de variables en problemas del área médica, así como 

para la categorización de documentos, en bases de datos, entre 

otros. 

Se puede encontrar en la literatura, una cantidad considerable 

de publicaciones en torno a los testores irreducibles y sus 

variantes, los cuales señalan posibles caminos para continuar 

con el desarrollo de esta teoría. 
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Los virus, más que solo enfermedades 
 

Iván Alexander Santos-Cabrera1 

 
 

 

Resumen: Los virus han tenido relevancia en años recientes debido 

a la pandemia de COVID19.  Su presencia posiblemente se remota 

desde el origen de la vida en el planeta, y aunque la mayoría se ha 

relacionado con las enfermedades en humanos y animales, otros 

han permitido proporcionar ventajas que se han mantenido 

durante la evolución de los organismos, y recientemente se han 

utilizado como fuente para el desarrollo de innovaciones 

biotecnológicas. 

Palabras clave: virus, biotecnología, patógeno, organelos, 

zoonóticos, infección 

I. INTRODUCCIÓN 

Antes de la primera revolución industrial, los científicos 

asociaban la mayoría de las enfermedades por bacterias, hongos 

o protozoarios (parásitos) [1]. Esto debido a que eran las únicas 

entidades biológicas que se podían observar a través del 

microscopio en aquellos tiempos. Sin embargo, algunos 

patógenos más pequeños que las bacterias aún no habían sido 

descubiertos [4]. El botánico Dimitri Ivanovsky, investigaba 

una extraña enfermedad que afectaba a las plantaciones de 

tabaco en Rusia. Realizó experimentos para la identificación del 

patógeno mediante la obtención de una muestra fresca de 
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material vegetal infectado, macerarlo y pasarlo a través de 

filtros con poros lo suficientemente pequeños para retener al 

patógeno, posteriormente tomar muestra del filtro y observarlo 

al microscopio [1,2] (Fig. 1). Ivanovsky no pudo identificar 

algún organismo y asoció la enfermedad con toxinas producidas 

por alguna bacteria desconocida. El microbiólogo Martinus 

Beijerinck, retomó los estudios de Ivanovsky. Se planteó la 

siguiente pregunta “Si existe un agente patógeno en el 

macerado vegetal ¿Podría infectar y provocar la enfermedad en 

plantas sanas?”.  

Beijerinck realizó el mismo experimento, pero tomó una 

muestra del líquido filtrado y realizó diluciones e infectó a 

plantas sanas. Al paso de unos días todas las plantas volvieron 

a desarrollar la enfermedad [3]. Debido a las limitaciones 

tecnológicas del siglo XIX, no pudo aislar al patógeno [4]. Las 

dos conclusiones generadas fueron: 1. Existe un patógeno más 

pequeño que las bacterias y 2. Requieren de un tejido vivo para 

poder propagarse.  Propuso como Virus debido a las 

características del fluido Contagium vivium fluidum (Fluido 

vivo contagioso) [5]. A finales de 1930, Gustav Kausche, Edgar 

Pfankuch y Helmut Ruska lograron observar por primera vez a 

un virus, utilizando muestras del mismo virus estudiado por 

Ivanovsky y Beireinck, nombrándolo como Virus del mosaico 

1Instituto Tecnológico de Tlalnepantla, Tlalnepantla de Baz, EdoMex, Mex. 
isantos @ittla.edu.mx  

Fig. 1. Experimento de Dimitri Ivanovsky. (1) Obtención de tejido de planta infectada, (2) macerado del tejido para obtener 

extracto pasando por un filtro chamberland con poros de 1 μm. El tamaño de poro permite la retención de patógenos debido a su 

tamaño superior. (3) Filtrado de macerado [1,2,3]. 
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del tabaco o TMV por sus siglas en inglés, Tobacco mosaic 

virus [6] (Fig. 2).  

I. VIRUS Y LA VIDA 

A lo largo de la historia de la humanidad los virus han estado 

presentes, algunos de ellos han provocado pandemias, otros han 

pasado desapercibidos e inclusive hay teorías sobre la 

evolución humana a partir de infecciones virales [7]. 

La definición más aceptada de un virus es “un agente 

infeccioso que solo puede replicarse (duplicarse) dentro de un 

organismo huésped”. Actualmente se sabe que pueden infectar 

a todas las clases de organismos vivos e incluso otros virus [8]. 

Una teoría sugiere que, en algún momento, los virus fueron 

células completas, pero tras diversos procesos evolutivos que 

implicaron la infección obligada de hospederos, fueron 

perdieron material biológico como organelos, lo que les 

permitió especializarse en la infección de otros seres vivos [9]. 

La presencia de estos elementos biológicos ha guiado la vida 

a lo largo de su historia. De hecho, se han encontrado virus que 

pueden infectar prácticamente a todos los organismos del 

mundo. Esta capacidad infecciosa de los virus ha sido una 

fuerza evolutiva que ha seleccionado a aquellos organismos que 

han lograron sobrevivir [10]. 

Un ejemplo reciente de evolución viral es el virus SARS-

CoV-2, que inició como un virus que dio un salto de especie, 

probablemente de algún mamífero cercano genéticamente con 

el ser humano [11] (Fig, 4). Estas capacidades de salto de los 

virus son fenómenos evolutivos, ocasionados por presión 

evolutiva o incitadores. Las investigaciones del origen sugieren 

que fue en un mercado de China donde se comercializaban 

animales silvestres. Las interacciones cercanas entre especies 

permiten este cruzamiento y salto de hospedero [11,12]. 

La evolución ocurre por la presencia de mutaciones. Las 

mutaciones son modificaciones en el ADN que ocurren en todos 

los organismos, incluyendo a los virus [12] (Fig. 4). Algunas 

mutaciones no provocan efectos notables en el organismo o 

virus, pero otras pueden permitir tener una mayor 

compatibilidad al infectar a otros organismos diferentes al 

hospedero principal [11]. Estas mutaciones que se han generado 

durante la evolución han permitido la diversificación de 

especies en todo el mundo. En el caso particular de los virus, 

estás mutaciones pueden dar lugar a virus zoonóticos, que son 

aquellos que se transmiten de animales a humanos o viceversa 

[13].  

Fig. 2 Microscopía electrónica del Virus del mosaico del 

tabaco tomada por Gustav Kausche, Edgar Pfankuch y 

Helmut Ruska [6]. 

Figura 3 Infección de virus zoonóticos.  Un virus infecta a un organismo (murciélago), sin embargo, en la naturaleza pueden 

ocurrir cambios (mutaciones) que permiten que infecten a otros organismos (por ejemplo, humanos).  
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Los virus han sido una fuerza evolutiva importante en la historia 

de la vida de la Tierra, y su capacidad de infectar y mutar ha 

llevado a la diversificación de especies y a la selección de 

aquellos organismos que han sabido adaptarse a su presencia 

[11,12,13]. 

III. VIRUS, POTENCIALES ALIADOS 

A pesar de la mala reputación que se les ha dado a los virus, 

muchas de sus características se han aprovechado para el 

mejoramiento de diferentes procesos. Algunas de sus 

aplicaciones en el área biomédica son: 

Nanomedicina: Los virus oncolíticos son virus que tienen la 

capacidad de infectar específicamente células cancerígenas y 

provocar su muerte. Se han realizado experimentos para 

asegurar su eficiencia logrando resultados prometedores en 

algunos tipos de cáncer. Otro desarrollo tecnológico, son los 

VLP (Virus Like Particles), que se basan en utilizar la estructura 

exterior de los virus como mecanismo de entrega de fármacos 

o moléculas para la producción de vacunas (vacuna a base de 

VLP) [14,15]. 

Ingeniería genética: Una de las características innatas de los 

virus es que necesitan insertar su material genético en la célula 

hospedera. Se han utilizado para generar organismos 

modificados mediante la infección de un virus con material 

genético de interés [17].  

Nanorreactores: La estabilidad estructural que presentan 

algunos virus ha permitido incorporar enzimas dentro de sus 

estructuras [16]. Las enzimas son biomoléculas orgánicas que 

realizan reacciones químicas. Todos los organismos producen 

enzimas para la obtención de energía, modificación de 

moléculas en el metabolismo o degradación de compuestos 

tóxicos. La ventaja de esto es la estabilidad que otorga la 

estructura viral junto con la de las enzimas, similar a un escudo 

[15]. 

Nanomateriales: Se han aislado algunos virus con estructuras 

particulares, desde estructuras cilíndricas hasta poliedros 

complejos. Se están probando estructuras similares a los 

nanotubos para la creación de nanomateriales eléctricos [178]. 

Las aplicaciones futuras podrían ser en el mejoramiento de 

algunos materiales en circuitos eléctricos basados en las 

estructuras virales [19]. 

Biosensores: Durante la emergencia sanitaria de COVID-19, se 

necesitaban sistemas de detección rápida que tuvieran una 

eficacia similar a las pruebas de PCR (Polimerase Chain 

Reaction) [20]. Los biosensores son sistemas de detección 

basados en principios biológicos. Por ejemplo, las famosas 

pruebas rápidas de embarazo. Aunque el desarrollo de 

biosensores se había iniciado décadas antes, la innovación fue 

acelerada durante la pandemia. La estandarización e innovación 

actual de ellos ha permitido su producción a gran escala, lo que 

ha permitido la detección de cualquier virus aislado mediante 

estas herramientas [16]. 

Vacunas: Una vacuna es un tipo de medicamento que se usa 

para prevenir o reducir la gravedad de enfermedades en 

humanos y animales mediante la generación de anticuerpos 

[22]. Las vacunas han permitido la reducción en la mortalidad 

y morbilidad de muchas enfermedades [23]. Algunas vacunas 

usan algunos fragmentos estructurales virales. Estos 

fragmentos se presentan al cuerpo humano para que los 

reconozca y genere anticuerpos, sin la capacidad de que esos 

minúsculos pedazos puedan infectar [24]. Recientemente se 

desarrolló otra forma de generar inmunidad en la que se toma 

un fragmento del material genético viral y se envía al cuerpo 

para que sintetice una estructura viral sin tener la capacidad de 

infección, lo que permite el reconocimiento mediante el sistema 

inmunitario para la generación de anticuerpos específicos [24, 

25]. 

IV. CONCLUSIONES 

Los virus han sido un tema más allá de lo biológico, aunque sus 

implicaciones en la vida han sido notorias, aún desconocemos 

gran parte de sus funciones y aplicaciones. No dejarán de estar 

presentes en el futuro y tal vez puedan ocurrir nuevas 

pandemias, por ello es importante las investigaciones que se 

han estado desarrollando en las últimas décadas para la 

generación de vacunas y otras tecnologías.  
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Resumen: Los avances de la nanotecnología en los últimos años, 

ha favorecido el uso de las nanopartículas en diversas ramas de la 

medicina, dando lugar a la generación de áreas como la 

nanomedicina, la cual aprovecha las características de los 

nanomateriales como lo son: efecto de la alta relación de área de 

superficie con la proporción de volumen y tamaño a nano escala 

provocando cambios en las propiedades físicas y químicas de los 

materiales originales.  

Los nanomateriales se clasifican según su síntesis, su morfología o 

su composición, lo que permite la estandarización de procesos para 

crear materiales con características uniformes y personalizadas, 

exponenciando el avance en técnicas terapéuticas, de diagnóstico y 

de detección. El presente trabajo, describe de manera general la 

historia, conceptos generales, clasificación y aplicación de 

nanopartículas en nanomedicina con la finalidad de ser aplicadas 

para el desarrollo de biosensores y distribución de fármacos. 

 

Palabras claves: Biosensor, Distribución de fármaco, 

Nanomedicina, Nanopartícula.  

I. INTRODUCCIÓN 

La nanotecnología es el estudio que combina diversas áreas 

emergentes de la ciencia como la medicina, la ingeniería y la 

tecnología a nivel de nano escala, sintetizando y desarrollando 

materiales de entre 1 y 100 nm (1 milímetro dividido un millón 

de veces), los cuales están compuestos principalmente de 

carbono, metales, óxidos metálicos o materia orgánica [1, 2].  

El concepto de selección de fármacos mediante el uso de 

nanoparticulas inspiró en la visita de Paul Ehrlich, a la ópera de 

Karl Maria Von Weber “Der Freischütz” en 1954, en el que 

propone el uso de anticuerpos para el direccionamiento de 

fármacos, a sitios específicos, denominando a este sistema 

entrega "Zauberkugeln" (inglés "Magic Bullets") o bala mágica 

[2, 3].  

El término nanotecnología fue introducido por primera vez 

en la conferencia de Richard Feynman titulada "There's Plenty 

of Room at the Bottom", durante la reunión de la Sociedad 

Estadounidense de Física en Caltech a finales de 1959 [2- 4]. 

Inspirado por el concepto de Feynman, K, el Dr. Eric Drexler 

en su famoso libro “Motores de la creación: la era venidera de 

la nanotecnología”, propuso por primera vez la idea de utilizar 

materiales o dispositivos en un tamaño a nano escala [4]. En 

1974, el término Nanotecnología sería empleado por primera 
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vez, por Norio Taniguchi, quien afirma que: “La 

nanotecnología consiste principalmente en el procesamiento, 

separación, consolidación y deformación de materiales por 

parte de un átomo o una molécula”. En 1980 se aceleraría el 

desarrollo de la tecnología con la invención de varias tecnicas 

espectroscópicas, las cuales serían de apoyo para la innovación 

e investigación de estas [5].  

Las nanopartículas exhiben diferencias a sus respectivas 

partículas a escalas mayores, al mostrar características físicas, 

químicas y biológicas únicas como una mayor reactividad, 

poseen mayor resistencia mecánica y propiedades ópticas 

dependientes a su tamaño; esto atribuido a que el área de 

superficie es relativamente mayor al volumen [1, 2]. Con la 

finalidad de entender mejor cada mecanismo  involucrado en la 

síntesis de nanopartículas y sus respectivos cambios en las 

propiedades biológicas, se realizan caracterizaciones 

complementarias, las cuales, ayudan a describir, evaluar el 

tamaño, la superficie o carga, haciendo uso de técnicas 

avanzadas como:  Dispersión de luz dinámica (DLS), 

microscopía de fuerza atómica (AFM), microscopía electrónica 

de transmisión (TEM), Análisis de seguimiento de 

nanopartículas (NTA) y microscopio electrónico de barrido 

(SEM) [6– 8].  

Actualmente, la nanotecnología está evolucionando 

rápidamente y forma parte de casi todos los campos 

relacionados con la química de los materiales como la 

medicina, permitiendo el desarrollo de la nanomedicina [6,7]. 

La implementación de avanzadas herramientas de 

caracterización y síntesis han permitido estandarizar la 

producción de nanomateriales permitiendo que estos sean 

considerados en áreas como la medicina para la distribución de 

fármacos o desarrollo de biosensores, reduciendo el costo de 

desarrollo y efectos secundarios [8]. Esta revisión intenta 

proporcionar una visión general para entender el concepto, 

clasificación y posibles aplicaciones de nanopartículas en 

medicina. 

II. CLASIFICACIÓN DE LOS NANOMATERIALES 

Los nanomateriales pueden ser catalogados de acuerdo con su 

composición, con el método de síntesis o la morfología 

obtenida, ésta última incluye la planitud, esfericidad y relación 

de aspecto, entendiendo como esférica, cubica, helicoidal u 

Este trabajo fue apoyado en parte por COMECYT a través del Programa 

Investigadoras e Investigadores COMECYT EDOMEX en su modalidad 

Cátedra, folios ESYCA2023-13701 y ESYCA2023-114389. 
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ovalada y que tienen menor relación de aspecto (proporción 

entre el ancho y la altura en su geometría), mientras que 

aquellas con formas más complejas como zigzag o hélice 

mantiene una mayor relación de aspecto [9,10]. Los 

nanomateriales pueden dividirse por su dimensión en 0 

dimensiones (0D) es decir, todos sus lados son menores a 100 

nm, unidimensionales (1D), unos de sus lados no está por 

debajo de los 100nm, bidimensionales (2D) dos de sus lados no 

se encuentran en ese rango y tridimensionales (3D) ninguna de 

sus dimensiones se encuentran en ese rango [9-12]; en cuanto a 

su composición, se pueden encontrar Nanomateriales de base: 

carbono, orgánica, inorgánica o compuestos, los cuales se 

describen a continuación: 

● Nanomateriales a base de carbono. Que son 

compuestos principalmente de carbono e incluyen 5 estructuras 

características como: fullerenos (nanomateriales esféricos y 

elipsoidales), Nanomateriales cilíndricos, nanodiamante, 

grafito y grafeno [10-14]. Este tipo de materiales han sido 

ampliamente utilizados ya que poseen un notable interés 

comercial atribuido a su conductividad eléctrica, resistencia, 

estructura, alta afinidad electrónica y por lo tanto gran 

versatilidad [14]. 

● Nanomateriales de base orgánica.  Son compuestos 

orgánicos (lípidos, carbohidratos o poliméricos) de un tamaño 

de 10 nm a 1 µm, los cuales poseen como característica el ser 

biodegradables y no ser tóxicos [8].  El uso de este tipo de 

estructuras, principalmente las elaboradas a partir de polímeros, 

ha ido en aumento debido a su integridad estructural y 

estabilidad, lo cual ha permitido su aplicación en áreas como la 

liberación controlada de fármacos [11, 15, 16]. La capacidad de 

carga del fármaco, estabilidad y sistemas de entrega que 

determinan su campo de aplicación y eficiencia [8]. 

● Nanomateriales de base inorgánica. Nanomateriales 

de metal, óxido metálico y cerámica, las cuales al acercarse a 

un tamaño de entre 1nm a 1µm se les atribuyen propiedades 

ópticas y electrónicas diversas [8]; algunas de estas propiedades 

permiten que sean empleados como agentes de contraste, al 

poseer un alto brillo, foto estabilidad y capacidad multicolor 

dependiendo del tamaño promedio de las nanopartículas en 

solución [15,17]. 

● Nanomateriales compuestos. Son el resultado de la 

selección de las mejores cualidades, es decir, de la mezcla de 

dos o más materiales diferentes, a través del uso de 

nanopartículas o nanoestructuras en una matriz, obteniendo 

mejoras en la flexibilidad y en las propiedades mecánicas, 

físicas, químicas o biológicas [15].  

 

Por otro lado, la síntesis se puede definir como la obtención 

de nuevos nanomateriales con propiedades únicas, algunos de 

ellos se muestran en la tabla 1 [5, 8, 18, 19].  

III. APLICACIONES EN LA MEDICINA 

Como se mencionó anteriormente, la nanotecnología es un 

campo de la ciencia, que, por su versatilidad, permite su 

aplicación en diversas áreas como la medicina, la 

nanobiotecnologia, los Nano sistemas, la Ingeniería óptica, la 

bioingeniería, entre otras, las cuales se ilustran en la Fig. 1 [13, 

20, 21].  

 

Tabla I. NANOPARTÍCULAS SINTETIZADAS A PARTIR DE LOS 

DISTINTOS MÉTODOS 

Método de síntesis 
Tipo de nanopartícula 

producida 

Sol-gel 
A base de carbono, metal y 

óxido metálico. 

Spinning De base orgánica 

Deposición de vapor 

químico (CVD) 
A base de carbono e inorgánicos 

Pirólisis 
A base de óxido de carbono y 

metal 

Biosíntesis 
Polímeros orgánicos y de base 

metálica 

Fresado mecánico 
A base de metal, óxido y 

polímero 

Nano litografía De base inorgánica 

Ablación láser 
A base de carbono y a base de 

óxido de metal 

Sputtering o 

Pulverizacion 

catódico 

A base de metal 

Descomposición 

térmica 

Basado en óxido de carbono e 

inorgánicos 

Descarga de arco Materiales a base de carbono 

Solvotermal e 

hidrotermal 
De base orgánica e inorgánica 

Plantillas blandas y 

duras 
De base orgánica e inorgánica 

Micelar inverso De base orgánica 

Micro emulsión 
De base orgánica, inorgánica y 

compuestos 

Micro mecanizado 
De base inorgánica y 

compuestos 

 

La medicina es una ciencia que precisa de involucrar la 

ingeniería y la práctica para poder llevar acabo un diagnóstico, 

tratamiento, terapia, monitoreo y prevención de enfermedades; 

Por lo tanto, la nanomedicina es un área que involucra múltiples 

disciplinas como la nanociencia, la nano ingeniería y la 

nanotecnología [7,23]. El empleo de la nanomedicina tiene una 

amplia perspectiva mediante el desarrollo de sistemas 

personalizados, los cuales por su tamaño reducido, seguridad y 

alta efectividad reducen su costo y facilitan su administración, 

además de permitir la combinación sinérgica de materiales 

nanoestructurados potencializando su efecto [23-27]. En la 

nanomedicina se pueden encontrar tres áreas principales: Nano 

diagnóstico, diseño y desarrollo de sistemas de diagnóstico 

temprano in vivo o in vitro mediante la obtención de resultados 

analíticos o de imagen[28-30]; en donde la administración de 

fármacos se lleva a cabo mediante el empleo de agentes 

quimioterapéuticos, los cuales, al ser administrados en la 

concentración más eficaz pueden mejorar el índice terapéutico 

y perfil farmacocinético [31, 32]; y medicina regenerativa, la 

cual, mediante el uso de nanosistemas logra reparar o 
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reemplazar tejidos y órganos dañados, con lo que se busca 

mejorar la calidad de vida del paciente [33, 34].  

 

 
Fig. 1. Aplicaciones de la nanotecnología [Imagen tomada 

de Ley-Martinez 2022]. 

1. Biosensores 

Por su parte, los biosensores son dispositivos que realizan la 

detección de afecciones mediante el empleo de diversos 

analitos incorporando materiales inmovilizados en la superficie 

de un transductor fisicoquímico o microsistema de transductor, 

dando como resultado una señal posterior a la unión de un 

analito especifico con un elemento de reconocimiento 

biológico; este tipo de sistema permite tener una alta 

sensibilidad,  especificidad y precisión mejorando a su vez, el 

tiempo de respuesta, reduciendo el costo, portabilidad y 

permitiendo la aplicación in situ [35]. Estos se clasifican por su 

especificidad biológica, por el tipo de transducción de señales 

o la combinación de ambos criterios como se muestra en la Fig. 

2; la detección de los biosensores se produce al generarse un 

cambio de masa, una diferencia de potencial, un cambio en el 

índice de refracción, una diferencia en el pH,  modificación de 

la corriente u algunos otros parámetros [35, 36]; mientras que 

el reconocimiento y transducción de la señal se realiza por 

transductores electroquímicos, ópticos, termométricos, micro 

mecánicos, entre otros[35]. 

2. Sistemas dirigidos de liberación de fármacos 

Las nanopartículas son sistemas que han sido empleados como 

portadores de fármacos para el tratamiento de enfermedades 

diversas y  suelen ser avirulentos (Grado de la incapacidad de 

los microorganismos para producir una enfermedad), además 

de formar cápsulas y películas fácilmente [23, 26, 38, 39]; este 

tipo de sistemas se destacan por su capacidad de atravesar 

barreras fisiológicas por su pequeño diámetro y su estabilidad 

para proteger macromoléculas, como péptidos, proteínas, 

oligonucleótidos  y  genes,  de los procesos de  degradación en  

  
Fig. 2  Descripción esquemática de biosensores para la 

detección de Salmonella y sus tendencias actuales [imagen 

basada en Ortega-Valencia, 2022]. 

 

me-dios biológicos hasta llegar a un sitio objetivo para llevar a 

cabo una liberación controlada [26, 40, 41]; además, estos 

sistemas pueden co-encapsularse [40, 42]; y transportar 

anticuerpos o aptámeros que les permite reconocer células 

específicas y así llevar a cabo un tratamiento eficaz [7, 23, 43].  

Los materiales más empleados para el desarrollo de 

nanopartículas para el transporte de fármacos se muestran en la 

Fig. 3 e incluyen polímeros naturales y sintéticos 

(nanopartículas poliméricas, micelas, dendrímeros), materiales 

inorgánicos como óxidos de oro, hierro y silicio (nanopartículas 

inorgánicas), lípidos (liposomas), compuestos organometálicos 

(nanotubos) y virus [44, 45]. El material que compone las 

nanopartículas debe poder degradarse en moléculas sin 

toxicidad para poder ser empleados en seres vivos, ya que las 

propiedades fisicoquímicas pueden afectar los procesos de 

absorción, liberación e interacción con compuestos del tejido 

donde serán introducidos [24, 46, 47]. 

  

 
Fig. 3  Tipos de nanopartículas empleadas para el desarrollo 

de sistemas de administración fármacos [Imagen tomada de 

Ley-Martínez 2022]. 
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La finalidad del diseñar portadores para la administración de 

fármaco es lograr su liberación de manera eficaz en sitios 

objetivo, escapando de los procesos naturales de eliminación 

inmunitaria, logrando adherirse a los tejidos objetivos para 

posteriormente ser absorbidos o interactuar con un receptor 

deseado en células in vivo [48, 49]. Los sistemas de 

nanoportadores empleados pueden ser mediante enlaces 

covalentes para unir y transportar los sistemas, o mediante la 

encapsulación o formación de complejos [50]. En donde 

aquellos sistemas que implican enlaces covalentes se liberan de 

manera inmediata al llegar al sitio diana; mientras que, la 

liberación de fármaco de sistemas encapsulados puede darse 

por la erosión de la superficie de la matriz, división de los 

enlaces de los constituyentes superficiales o internos de la 

matriz o dispersión gradual del fármaco encapsulado; estas 

mismas cualidades permiten que la tasa de liberación del 

fármaco pueda ser controlada [51–53]. Hoy en día podemos 

encontrar este tipo de sistemas aplicado en enfermedades como 

cáncer, diabetes, asma y enfermedades neurodegenerativas 

como el Alzheimer [54, 55]. 

V. CONCLUSIONES 

La nanotecnología es un campo reciente que ha permitido el 

desarrollo de múltiples áreas de investigación como la 

nanomedicina, en donde el desarrollo e implementación de 

nanopartículas de diversos materiales, ha llevado a la 

generación de biosensores para el pronto diagnóstico y del 

diseño de sistemas dirigidos hacia el tratamiento de 

enfermedades de una forma más personalizada y estandarizada.  

Actualmente, el área de la nanomedicina a pesar de ser 

empleada para el tratamiento de múltiples enfermedades que 

incluyen cáncer, asma, diabetes incluso Alzheimer; no se 

encuentra regulada y  por ello la implementación de estos 

sistemas es menor en la salud pública. Se espera que en los 

próximos años puedan observarse productos de la 

nanomedicina para la vigilancia integral, control, construcción, 

reparación, defensa y mejora de los sistemas biológicos, 

permitiendo una capacitación interdisciplinaria que permita que 

la investigación y desarrollo de estos sistemas sea igual para la 

industria, el gobierno y academia, dando como resultado un 

beneficio a la salud humana a través de la implementación en la 

salud pública. 
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Resumen: La optimización, como una disciplina en donde 

convergen las matemáticas y las ciencias computacionales, ha 

logrado encontrar soluciones útiles para distintos problemas de la 

humanidad. Estos problemas se vuelven más desafiantes a medida 

que la sociedad se desarrolla. En la actualidad, existen 

problemáticas que pueden representarse, en el lenguaje 

matemático, a través de modelos de optimización multiobjetivo 

binivel. En este tipo de modelo, se tienen dos problemas de 

optimización anidados. De esta forma, la solución de un problema 

de optimización en un nivel superior, que considera ciertos 

objetivos y restricciones, está sujeta a la solución de un problema 

de optimización de un nivel inferior, con sus propios objetivos y 

restricciones. Lo anterior implica, además de las dificultades 

inherentes a cada problema de optimización, desafíos adicionales 

relacionados con las interacciones entre las soluciones a los 

problemas de ambos niveles. A pesar de la complejidad de este tipo 

de modelo, se han realizado esfuerzos recientes desde el área de 

cómputo evolutivo para hallar soluciones pertinentes. El objetivo 

de este trabajo es presentar el estado actual de la optimización 

multiobjetivo binivel desde la perspectiva del cómputo evolutivo, 

así como exponer sus aplicaciones más relevantes. 

 
Palabras claves: Cómputo evolutivo, optimización binivel, 

optimización multiobjetivo, optimización multiobjetivo binivel, 

aplicaciones del mundo real. 

I. INTRODUCCIÓN 

La optimización es un proceso por el cual se busca el mejor 

resultado ante una situación determinada [1]. En ingeniería, se 

refiere a encontrar las variables que intervienen en un proceso 

o sistema de manera que se obtenga el mayor beneficio con este 

[1]. Gracias a la optimización, la humanidad cuenta con 

máquinas y herramientas que producen bienes y servicios que 

satisfacen varias de sus necesidades [2], tratamientos efectivos 

para distintos padecimientos [3], y políticas para incrementar la 

calidad de vida [4], por mencionar algunos ejemplos. 

Formalmente, un problema de optimización puede escribirse 

como en (1). En este, se buscan las variables de diseño en el 

vector �⃗� (estas intervienen en el funcionamiento de un proceso 

o sistema y pertenecen al espacio de soluciones 𝑋) que 

minimizan el valor de las 𝑀 componentes del vector de 

funciones objetivo 𝐹(�⃗�) (cada función objetivo es un indicador 

cuantitativo relacionado con los beneficios que se obtienen con 

el proceso o sistema al utilizar �⃗�) y que satisfacen las 𝑁 

restricciones 𝐺𝑘(�⃗�) (condiciones que deben cumplirse para que 
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el proceso o sistema con �⃗� sea factible y pueda ponerse en 

marcha). El espacio de soluciones factibles para un problema 

de optimización se denota por Ω. 

 

𝐦𝐢𝐧  𝑥∈𝑋 𝐹(�⃗�) = (𝐹1(�⃗�), 𝐹2(�⃗�), … , 𝐹𝑀(�⃗�)) 

sujeto a: 

        𝐺𝑘(�⃗�) ≤ 0, 𝑘 = 1,2, … , 𝐾 

(1) 

 

Dependiendo de sus características, el problema en (1) puede 

clasificarse en distintos tipos que permiten elegir la forma más 

efectiva para solucionarlo. El problema en (1) es uno de 

optimización global si 𝐹(�⃗�) = (𝐹1(�⃗�)), i.e., cuando solo se 

considera un objetivo. En este caso, pueden emplearse métodos 

o algoritmos que buscan la mejor solución global [5], [6]. 

Cuando el número de objetivos en 𝐹(�⃗�) se incrementa, el 

problema se convierte en uno de optimizacion multiobjetivo, en 

el que las funciones 𝐹1(�⃗�), 𝐹2(�⃗�), … , 𝐹𝑀(�⃗�) se contraponen, 

i.e., no se puede mejorar o minimizar el valor de una función 

objetivo sin afectar o incrementar el valor del resto. Lo anterior 

implica que no se puede hallar una sola solución global, sino un 

conjunto de alternativas inmejorables que representan 

diferentes niveles de compromiso o satisfacción de los 

objetivos. Este tipo de problema requiere de métodos o 

algoritmos que utilizan conceptos de optimalidad de Pareto [7], 

[8] para encontrar el mejor conjunto de soluciones. A partir de 

dicho conjunto, un tomador de decisiones (DM, por sus siglas 

en inglés) se encarga de seleccionar la solución con el 

compromiso más adecuado para su eventual implementación en 

una aplicación particular. Ambos tipos de problema, el global y 

el multiobjetivo, pueden estar sujetos o no a distintas 

restricciones. De esto dependerá la incorporación de 

mecanismos o técnicas adicionales para el manejo de 

restricciones en los métodos o algoritmos mencionados [9]–

[11]. 

Existe un tipo especial de problema de optimización 

restringido, en el cual, una de las restricciones se relaciona con 

la solución de otro problema de optimización. A este tipo de 

problema anidado se le conoce como problema de optimización 

binivel (BL, por sus siglas en inglés) [12]. En los problemas BL 

se distinguen dos elementos, el problema del nivel superior y el 

problema del nivel inferior (respectivamente UL y LL, por sus 

siglas en inglés), el cual, conforma una restricción del primero. 

Los problemas de optimización binivel han ganado relevancia 

2 Instituto de Investigaciones en Inteligencia Artificial, Universidad 

Veracruzana, Xalapa, México. emezura@uv.mx. 
3Tecnológico Nacional de México/IT Tlalnepantla, Tlalnepantla, México 
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en los últimos años debido a que pueden modelar situaciones 

más complejas y realistas en donde múltiples agentes toman 

decisiones estratégicas para solucionarlos. En este sentido, un 

agente del UL (llamado líder) busca las variables de diseño que 

minimizan sus objetivos y satisfacen sus restricciones mientras 

considera la respuesta de un agente del LL (llamado seguidor) 

que, a su vez, tiene sus propias variables, funciones objetivo y 

restricciones. Al día de hoy, se han observado avances 

importantes en la solución de problemas BL en donde el UL y 

el LL consideran un solo objetivo [12], [13]. No obstante, 

cuando el LL o el UL incluyen dos o más objetivos, el problema 

BL presenta desafíos adicionales que recientemente se han 

vuelto de interés para la comunidad científica que trabaja en el 

área de optimización. El término optimización multiobjetivo 

binivel (MOBO, por sus siglas en inglés) se utiliza para referirse 

a este tipo de problema. 

Además de las propiedades que presenta cada tipo de 

problema de optimización y sus desafíos inherentes, cada 

problema particular puede presentar dificultades adicionales 

relacionadas con las características de sus variables, objetivos 

y/o restricciones como no linealidad, discontinuidad, 

multimodalidad, alta dimensionalidad, restricciones y objetivos 

múltiples, heterogeneidad de variables, o dinamismo, entre 

otras [14], [15]. Estas características pueden dificultar la 

capacidad de algunas técnicas de optimización para obtener 

soluciones adecuadas. Por fortuna, existen las técnicas 

metaheurísticas que pueden encontrar soluciones buenas a 

problemas de optimización muy complejos, de los tipos y con 

las características antes mencionadas, a un costo computacional 

asequible [16]. Estas técnicas están inspiradas comúnmente en 

fenómenos físicos, sociales o biológicos y el Cómputo 

Evolutivo (CE) es la rama de las ciencias computacionales que 

se encarga de su estudio de las que se basan en la teoría de la 

evolución de las especies [17]. 

Este trabajo pretende divulgar el panorama actual de MOBO 

desde el punto de vista del CE y exponer las aplicaciones más 

relevantes. 

El resto del artículo se organiza como sigue. La Sección II 

incluye los conceptos más importantes de MOBO. El enfoque 

de solución evolutivo para problemas MOBO se describe en la 

Sección III. Las aplicaciones más relevantes de MOBO con 

base en el enfoque de CE se exponen en la Sección IV. La 

Sección V discute los desafíos actuales que desencadenan las 

direcciones futuras en el área. Finalmente, las conclusiones se 

presentan en la Sección VI. 

II. OPTIMIZACIÓN MULTIOBJETIVO BINIVEL 

En esta sección se detallan los elementos fundamentales de 

MOBO. Primero se abordan los pormenores de la optimización 

multiobjetivo. Luego se establecen los conceptos de la 

optimización binivel. Finalmente, se describe MOBO en 

términos de los dos tipos de optimización anteriores. 

1. Optimización multiobjetivo 

Como se discutió con anterioridad, un problema de 

optimización multiobjetivo (MOP, por sus siglas en inglés) es 

aquel que considera dos o más objetivos en conflicto en la 

formulación (1), i.e., 𝑀 ≥  2.  

El concepto de optimalidad para las soluciones de un MOP 

difiere del de los problemas de optimización global, ya que no 

considera una mejor solución con base en el valor mínimo de 

una sola función objetivo, sino un conjunto de soluciones 

factibles con compromisos inmejorables entre los valores de las 

distintas funciones que conforman al problema. Para ello se 

tienen las siguientes definiciones: 

 

Definición II.1. (Dominancia de Pareto, [7]). Un vector 

𝐹(�⃗�1) = (𝐹1(�⃗�1), 𝐹2(�⃗�1), … , 𝐹𝑀(�⃗�1)) domina a otro 𝐹(�⃗�2) =

(𝐹1(�⃗�2), 𝐹2(�⃗�2), … , 𝐹𝑀(�⃗�2)) (denotado por 𝐹(�⃗�1) ⪯ 𝐹(�⃗�2)) si 

y solo si las componentes de 𝐹(�⃗�1) son tan buenas como las de 

𝐹(�⃗�2) para todos los objetivos, i.e., 𝐹𝑖(�⃗�1) ≤ 𝐹𝑖(�⃗�2), 𝑖 =
 1, . . . , 𝑀, y 𝐹𝑖(�⃗�1) < 𝐹𝑖(�⃗�2) para al menos un objetivo. 

 

Definición II.2. (Optimalidad de Pareto, [7]). Un vector �⃗�1 ∈
 Ω es un óptimo de Pareto si el valor de ninguna función 

objetivo 𝐹𝑖(�⃗�1) puede mejorarse sin empeorar el valor del 

resto, i.e., ∄�⃗�2 ∈ Ω|𝐹(�⃗�2) ⪯ 𝐹(�⃗�1). 

 

Definición II.3. (Conjunto óptimo de Pareto, [7]). El conjunto 

óptimo de Pareto 𝑃∗ incluye a cada vector óptimo �⃗� ∈ Ω, i.e., 

𝑃∗ = {�⃗�1 ∈  Ω|∄�⃗�2 ∈  Ω, 𝐹(�⃗�2) ⪯ 𝐹(�⃗�1)}. 

 

Definición II.4. (Frente de Pareto, [7]). El frente óptimo de 

Pareto o simplemente frente de Pareto 𝑃𝐹∗, incluye a los 

vectores de funciones objetivo evaluados en cada solución en 

𝑃∗, i.e., 𝑃𝐹∗ = {𝐹(�⃗�)| �⃗� ∈ 𝑃∗}. 

2. Optimización binivel 

En un problema de optimización binivel, el problema del UL, 

con sus variables �⃗� (en el espacio de solución 𝑋 del UL), 

objetivos 𝐹(�⃗�, �⃗�) y restricciones 𝐺𝑘(�⃗�, �⃗�), está sujeto a la 

solución óptima de un problema de LL con sus propias 

variables �⃗� (en el espacio de solución 𝑌 del LL), objetivos 

𝑓(�⃗�, �⃗�)  y restricciones 𝑔𝑗(�⃗�, �⃗�). De esta forma, el problema en 

(1) puede reescribirse como sigue para observar la relación 

entre los problemas UL y LL con mayor claridad: 

 

𝐦𝐢𝐧  𝑥∈𝑋 𝐹(�⃗�, �⃗�) = (𝐹1(�⃗�, �⃗�), 𝐹2(�⃗�, �⃗�), … , 𝐹𝑀(�⃗�, �⃗�)) 

sujeto a: 

        𝐺𝑘(�⃗�, �⃗�) ≤ 0, 𝑘 = 1,2, … , 𝐾 

        𝐦𝐢𝐧  �⃗⃗�∈𝑌 𝑓(�⃗�, �⃗�) = (𝑓1(�⃗�, �⃗�), 𝑓2(�⃗�, �⃗�), … , 𝑓𝑚(�⃗�, �⃗�)) 

        sujeto a: 

            𝑔𝑗(�⃗�, �⃗�) ≤ 0, 𝑗 = 1,2, … , 𝐽 

(2) 

 

Cuando ambos niveles en (2) consideran una sola función 

objetivo, i.e., 𝐹(�⃗�, �⃗�) = (𝐹1(�⃗�, �⃗�)) y 𝑓(�⃗�, �⃗�) = (𝑓1(�⃗�, �⃗�)), el 

problema se considera como uno binivel de un solo objetivo 

(SOBO, por sus siglas en inglés). En SOBO, la optimalidad se 

refiere a encontrar un conjunto de variables (�⃗�, �⃗�) que satisfagan 

las restricciones de ambos niveles y que minimicen la función 

objetivo global del UL. 
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3. Optimización multiobjetivo binivel 

A partir de (2), un problema MOBO es, de manera general, 

aquel que considera una formulación multiobjetivo en el UL o 

en el LL, i.e., cuando 𝑀 ≥  2 o 𝑚 ≥  2. En parte de la 

literatura especializada, cuando 𝑀 =  1 y 𝑚 ≥  2, el problema 

binivel se clasifica en un tipo especial conocido como 

semivectorial [18]. En el resto de la literatura, el tipo 

semivectorial es un caso particular de MOBO [14].  

El concepto de optimalidad para un problema MOBO es 

similar al de SOBO. No obstante, el tener un problema 

multiobjetivo en cualquiera de los dos niveles implica el uso de 

las definiciones de optimalidad de Pareto antes mencionadas. 

Así pues, la optimalidad en los problemas MOBO se refiere a 

encontrar soluciones Pareto-óptimas que representen un 

equilibrio entre los objetivos y satisfagan las restricciones de 

ambos niveles de decisión. 

En cuanto a la factibilidad, la diferencia entre SOBO y 

MOBO es mayor. En este sentido, durante la solución de un 

problema MOBO, el líder puede pedir al seguidor que tome 

decisiones basadas en un conjunto de soluciones Pareto-

óptimas del LL (cuando 𝑚 ≥  2), i.e., que elija alternativas del 

siguiente conjunto-valorado para un vector de decisión �⃗� del 

UL: 

 

𝛹(�⃗�) = 𝐚𝐫𝐠𝐦𝐢𝐧 �⃗⃗�∈𝑌 {
𝑓(�⃗�, �⃗�) = (𝑓1(�⃗�, �⃗�), … , 𝑓𝑚(�⃗�, �⃗�)):

    𝑔𝑗(�⃗�, �⃗�) ≤ 0, 𝑗 = 1,2, … , 𝐽
} (3) 

 

Utilizando el conjunto 𝛹(�⃗�) anterior, es posible definir 

algunos conceptos importantes utilizados durante la solución de 

problemas MOBO, como lo son las posiciones optimista y 

pesimista en caso de que |𝛹(�⃗�)|  >  1, i.e., cuando el seguidor 

tiene más de una alternativa para la toma de decisiones (esto 

puede deberse a la naturaleza multiobjetivo del LL, pero 

también a la existencia de múltiples óptimos en un problema del 

LL con un solo objetivo): 

 Posición optimista: Cuando el líder asume que el 

seguidor tomará decisiones sobre 𝛹(�⃗�)  que serán 

favorables para el UL, i.e., que elegirá soluciones que 

colaboran en la minimización de los objetivos del UL. 

 Posición pesimista: Contrario a la posición optimista, se 

asume que el seguidor tomará decisiones sobre 𝛹(�⃗�) que 

serán desfavorables para el UL, i.e., que elegirá 

soluciones que incrementarán el valor de los objetivos del 

UL. 

 

Muchos de los trabajos actuales se han dedicado al estudio de 

las posiciones optimista y pesimista en la solución de problemas 

BL. Sin embargo, debido a que la posición pesimista es 

generalmente menos tratable que la posición optimista, la 

mayoría de los trabajos optan por la alternativa optimista [19]. 

III. ENFOQUES DE SOLUCIÓN 

Como el lector puede intuir correctamente, los problemas BL y, 

sobre todo, los MOBO, pueden ser bastante complejos y 

desafiantes de resolver debido a la interacción entre las 

variables, funciones objetivo y restricciones de ambos niveles. 

En la literatura especializada pueden distinguirse dos enfoques 

de solución para los problemas MOBO: el clásico y el 

evolutivo. 

1. Enfoque clásico 

Este enfoque utiliza métodos de optimización clásicos para 

encontrar soluciones exactas a problemas MOBO bien 

caracterizados que tienen propiedades matemáticas específicas. 

Entre algunas de estas propiedades se encuentran la linealidad, 

convexidad, continuidad y diferenciabilidad, tanto de las 

restricciones como de las funciones objetivo en los problemas 

de los dos niveles. 

Algunas técnicas representativas de este enfoque, hasta el día 

de hoy, están basadas en métodos difusos [20]–[28], funciones 

de penalización [18], [29]–[31], condiciones de Karush–Kuhn–

Tucker (KKT) [32]–[37], y/o generadores de frentes de Pareto 

[38], [39]. Dichas técnicas buscan reducir la complejidad del 

problema MOBO a partir de la escalarización de las 

formulaciones multiobjetivo en el UL o el LL, y la 

reformulación del mismo a un solo nivel. El modelo MOBO de 

menor complejidad y reducido a un solo nivel puede entonces 

abordarse efectivamente utilizando optimizadores clásicos bien 

conocidos. 

2. Enfoque evolutivo 

Cuando se modelan situaciones más realistas como problemas 

MOBO (e.g., diseños ingenieriles o aplicaciones del mundo 

real), es poco probable que cuenten con las propiedades 

requeridas por los métodos clásicos, por lo que la búsqueda de 

soluciones pertinentes con estos últimos puede resultar poco 

efectiva. 

En el enfoque evolutivo se aprovechan las ventajas de las 

técnicas metaheurísticas para aproximar las soluciones a 

problemas MOBO sin requerir propiedades específicas hacer 

suposiciones especiales sobre sus variables, objetivos o 

restricciones. Las metaheurísticas son métodos 

computacionales (estocásticos muchos de ellos) que pueden 

aproximar soluciones buenas a problemas de optimización 

desafiantes a un costo computacional asequible [16]. Como se 

mencionó en la sección introductoria, la inspiración en la 

operación de estos métodos proviene de fenómenos sociales, 

naturales o físicos, y el Cómputo Evolutivo (CE) es la rama de 

las ciencias computacionales que se ocupa del estudio de 

aquellos basados en una metáfora evolutiva [17]. Algunos 

ejemplos de técnicas metaheurísticas populares son el 

Algoritmo Genético [40], Optimización por Enjambre de 

Partículas [41], Evolución Diferencial [42], Recocido Simulado 

[43] y Optimización por Colonia de Hormigas [44] 

(respectivamente GA, PSO, DE, SA y ACO, por sus siglas en 

inglés). 

Como las técnicas anteriores, gran parte de las metaheurísticas 

fueron concebidas originalmente para solucionar problemas de 

optimización global sin restricciones. A medida que el avance 

en el área de optimización lo requirió, se incorporaron nuevos 

mecanismos y operadores en las técnicas originales para 

manejar problemas con restricciones [9]–[11] o formulaciones 
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multiobjetivo [7], [8], preservando en gran medida la 

inspiración en su funcionamiento. 

En la literatura especializada alrededor de los problemas 

MOBO, las técnicas metaheurísticas (para problemas de 

optimización global y multiobjetivo, con y sin restricciones), 

apoyadas en ocasiones por los métodos clásicos, se utilizan de 

distintas formas para encontrar soluciones pertinentes. La Fig. 

1 muestra los distintos usos de las metaheurísticas en la 

solución de modelos MOBO. Cada alternativa de la figura 

anterior se describe detalladamente a continuación. 

2.1 Métodos anidados 

Sin perder generalidad, los métodos anidados contemplan un 

marco con las etapas que se describen a continuación para 

resolver problemas BL o MOBO: 

(1) Inicialización: En esta etapa se crea un conjunto inicial 

de soluciones candidatas para el UL. Generalmente, estas 

soluciones se obtienen aleatoriamente. 

(2) Optimización en LL: El problema en el LL puede 

parametrizarse con las soluciones actuales del UL. 

Luego, este problema puede resolverse mediante un 

optimizador para el LL. Este optimizador se encarga de 

encontrar soluciones óptimas o Pareto-óptimas para el 

problema del LL considerando las restricciones del UL. 

(3) Toma de decisiones en el LL: Una vez que se han 

obtenido las soluciones óptimas o Pareto-óptimas en el 

LL, debe decidirse cuáles de ellas serán reportadas al UL. 

(4) Optimización en el UL: Las soluciones reportadas desde 

el LL se utilizan para parametrizar el problema en el UL. 

A continuación, el optimizador del UL evalúa las 

variables de decisión de ambos niveles y avanza en la 

búsqueda de soluciones óptimas o Pareto-óptimas para el 

problema del UL considerando las restricciones 

impuestas por el LL. 

(5) Proceso iterativo: Las etapas (2) a (4) se repiten hasta 

encontrar soluciones que satisfagan los objetivos y 

restricciones de los problemas en ambos niveles, es decir, 

hasta aproximar soluciones factibles que optimicen los 

objetivos del nivel superior que estén sujetas a la 

optimalidad del nivel inferior.  

 

Es importante mencionar que la etapa (2) del marco anterior 

supone un elevado uso de recursos, ya que, para cada solución 

actual del UL se realiza un proceso de optimización completo e 

independiente, i.e., se ejecuta un optimizador o algoritmo de 

optimización para resolver cada problema parametrizado en el 

LL y satisfacer la restricción asociada a este en el UL. En 

contraste con los métodos anidados para resolver problemas BL 

o MOBO, los de un único nivel requieren un solo proceso de 

optimización para solucionarlos. Con base en lo anterior, el 

Fig. 1. Enfoque evolutivo para la solución de problemas de optimización multiobjetivo binivel. 
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lector puede darse una idea del costo y de algunos de los 

desafíos que supone la solución de problemas BL o MOBO. 

En esta clase de métodos anidados se consideran los métodos 

que se utilizan para solucionar problemas MOBO con 

formulaciones multiobjetivo en el UL y el LL. Uno de los 

primeros métodos propuestos dentro de esta clase (y uno de los 

más utilizados en la actualidad) es conocido como el algoritmo 

de Optimización Multiobjetivo Evolutiva Binivel (BLEMO, 

por sus siglas en inglés) [45]. BLEMO es un método anidado 

que considera al Algoritmo Genético de Ordenamiento No 

Dominado II (NSGAII, por sus siglas en inglés) [46], un 

optimizador multiobjetivo ampliamente conocido, para resolver 

los problemas multiobjetivo de ambos niveles de decisión en 

problemas MOBO. Además de su operación anidada, BLEMO 

incluye mecanismos elitistas para mejorar la interacción entre 

los dos niveles y un sistema de archivado de soluciones para 

retener a las mejores alternativas encontradas en cada iteración. 

Debido a su elevada efectividad [47], BLEMO se ha utilizado 

como un algoritmo base para proponer nuevas variantes que 

buscan acelerar la búsqueda de soluciones utilizando la 

información almacenada [48], incrementar la eficiencia del 

algoritmo mediante una toma de decisiones más sofisticada 

[49], o disminuir el número de evaluaciones del problema del 

LL, entrenando y utilizando un modelo subrogado como 

reemplazo [50], [51]. Alternativamente, la operación de 

BLEMO ha servido de inspiración para otros métodos anidados 

que optan por aprovechar las ventajas de los operadores y 

mecanismos de distintos métodos metaheurísticos como PSO, 

SA y DE [52]–[56], en lugar de los de NSGAII. 

En muchos de los métodos que se presentan en las siguientes 

secciones se realiza un proceso de escalarización de los 

problemas multiobjetivo UL o LL en el modelo MOBO. La 

escalarización consiste en transformar un problema de 

optimización multiobjetivo en uno global, cuya solución forma 

parte de las soluciones Pareto-óptimas del problema original 

[51]. Un enfoque simple de escalarización considera la suma 

ponderada de las funciones objetivo de un problema 

multiobjetivo como el único objetivo de un problema de 

optimización global. La solución del problema global asociado 

a cada combinación de pesos en la suma ponderada forma parte 

de las soluciones Pareto-óptimas del problema multiobjetivo. 

Algunos enfoques más sofisticados como los adaptables, 

ajustan continuamente el proceso de escalarización (e.g., 

cambiando los pesos en un enfoque de sumas ponderadas) para 

encontrar varias soluciones Pareto-óptimas bien distribuidas en 

el frente de Pareto. 

2.2 Métodos anidados con escalarización del problema en el 

nivel superior 

Los métodos en esta clase buscan resolver problemas MOBO 

con una formulación multiobjetivo en el UL y una global en el 

LL (esta puede ser un problema originalmente global o una 

escalarización de un problema multiobjetivo). 

Algunos ejemplos de estos métodos se incluyen en los 

trabajos en [57] y [58]. En ambos se considera un modelo 

MOBO con un problema global en el UL y uno multiobjetivo 

en el LL. Los dos trabajos proponen algoritmos MOBO basados 

en el anidamiento de diferentes versiones global y multiobjetivo 

de PSO. 

2.3 Métodos anidados con escalarización del problema en el 

nivel inferior 

A diferencia de los métodos anidados anteriores, esta clase 

considera a las técnicas que pueden resolver modelos MOBO 

con formulaciones globales en el UL (concebidas originalmente 

como problemas globales u obtenidas mediante la 

escalarización de un problema multiobjetivo) y multiobjetivo 

en el LL. 

Ya que el LL resulta mucho menos costoso de resolver para 

estos métodos, en comparación con los de las clases anteriores 

(en ellos las formulaciones del LL son multiobjetivo), muchas 

alternativas utilizan optimizadores clásicos para encontrar 

soluciones al problema del LL y optan por el uso de 

metaheurísticas en la solución del problema del UL. De esta 

forma, se pueden encontrar métodos que adoptan técnicas 

metaheurísticas multiobjetivo basadas en PSO, GA o NSGAII 

en el UL y delegan la solución de los problemas del LL a 

solucionadores lineales conocidos, considerando que los 

problemas del LL cumplen con propiedades matemáticas 

específicas [59]–[62]. 

En una variedad distinta de estos métodos [63]–[65], la 

formulación originalmente multiobjetivo del LL se escalariza 

de forma adaptable durante la solución del modelo MOBO con 

la intención de mejorar la diversidad de las soluciones 

encontradas. Para cada escalarización diferente del problema en 

el LL se utiliza un optimizador clásico o metaheurístico bien 

conocido, mientras que la solución del problema del UL se 

encuentra a cargo de metaheurísticas como NSGAII o el 

Algoritmo Evolutivo Multiobjetivo basado en Descomposición 

(MOEA/D, por sus siglas en inglés) [66]. A pesar de que el 

problema del LL es menos costoso de resolver para esta clase, 

se pueden encontrar trabajos que utilizan modelos subrogados 

de los problemas escalarizados del LL para ahorrar recursos 

[65]. 

2.4 Métodos anidados con escalarización de los problemas en 

ambos niveles 

En esta clase se consideran los métodos que resuelven modelos 

MOBO en los cuales el LL o el UL son originalmente 

multiobjetivo, pero se escalarizan durante la búsqueda de 

soluciones. 

De esta forma, las formulaciones multiobjetivo de ambos 

niveles se escalarizan en [67], [68] para obtener modelos BL 

con un solo objetivo en el UL y el LL, mismos que se resuelven 

mediante GA anidados. Por su parte, el problema MOBO en 

[69] que considera una formulación global en el UL y una 

multiobjetivo en el LL, realiza la escalarización de la segunda 

y soluciona el modelo BL resultante usando un GA para el UL 

anidado con un solucionador no lineal para el LL. 

2.5 Métodos multiobjetivo para problemas de nivel reducido 

Esta última clase incluye a los métodos que resuelven modelos 

MOBO con propiedades particulares que permiten 
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transformarlos en MOP de un solo nivel. El MOP obtenido 

puede resolverse mediante un optimizador metaheurístico 

multiobjetivo. 

Algunos métodos de esta clase utilizan las condiciones de 

KKT o la teoría primal y dual para reducir el nivel del problema 

MOBO original, incluyendo al LL como restricciones en el UL 

[70]–[72]. Tras lo anterior, el MOP obtenido se resuelve 

mediante metaheurísticas multiobjetivo con mecanismos de 

manejo de restricciones, en estos casos, Evolución Diferencial 

Multiobjetivo Restringido basado en descomposición 

(CMODE/D, por sus siglas en inglés), variantes de MOEA/D, 

NSGA-II, y GA multiobjetivo. En otro método, los dos niveles 

de decisión de un problema MOBO se transforman en uno y la 

nueva formulación de un solo nivel se resuelve con un GA [73]. 

En una alternativa diferente se proponen nuevos operadores 

metaheurísticos en MOEA/D para manejar directamente, tanto 

las restricciones del UL como la restricción asociada al LL [74]. 

IV. APLICACIONES 

En esta sección se discuten brevemente algunas aplicaciones 

relevantes de tres áreas importantes que requieren de la solución 

de modelos MOBO mediante el enfoque evolutivo. 

1. Industria de fabricación 

La industria de fabricación abarca el ámbito en el que se 

especializa en la creación de mercancías a través de la 

conversión de materias primas en artículos culminados o en 

proceso de elaboración. 

En el ámbito de la industria de fabricación, el esquema 

MOBO se ha utilizado en [75] en la optimización de las etapas 

jerárquicas de llenado y curado en los procesos de fabricación 

de materiales compuestos. El modelo MOBO se resuelve 

mediante un método anidado basado en NSGAII que además 

utiliza un modelo subrogado del LL para reducir el costo de la 

optimización. 

En el proceso de moldeo por transferencia de resina, un 

modelo MOBO busca optimizar el llenado de moldes no 

isotérmicos en [51]. De esta forma, el UL busca reducir los 

gradientes de temperatura y la duración del ciclo de llenado, 

mientras que el LL pretende reducir el tiempo de llenado y la 

fuerza de sujeción del molde. Para resolver el problema MOBO 

se utiliza un método anidado basado en NSGAII y un GA 

multiobjetivo. 

Un modelo MOBO también se utiliza para optimizar el 

proceso de fabricación de papel [76], [77] a nivel 

organizacional. En este sentido, se busca, por un lado, obtener 

el mejor diseño de la planta de fabricación y, por el otro, lograr 

el mayor desempeño en la operación de la planta por parte de 

los trabajadores. Los problemas en ambos niveles se escalarizan 

y el modelo BL resultante se resuelve con DE anidado. 

2. Logística 

La logística implica la planificación, ejecución y supervisión de 

la circulación eficaz y productiva de productos, servicios y 

datos desde su origen hasta su destino final, con la meta de 

cumplir con las demandas de los clientes y optimizar la 

eficiencia en la cadena de suministro. 

En este rubro, el problema de planificación y gestión de 

transporte para determinar peajes se modelo como uno MOBO 

en [78]. En este problema, el LL se relaciona con el 

comportamiento de elección de ruta de los usuarios en la red de 

transporte, mientras que el UL busca minimizar el costo total 

de la red, maximizar los ingresos totales y maximizar la relación 

entre los ingresos y el costo. Para solucionar el problema 

MOBO se utilizó un método anidado con el GA para el UL y el 

algoritmo de Frank-Wolfe para el LL. 

De forma similar, en [79] se busca la configuración adecuada 

de peajes de carretera para lograr un desarrollo urbano 

sostenible a través de un modelo MOBO. En este caso, el UL 

busca reducir el tiempo de recorrido, la contaminación del aire 

y el daño a la salud provocados por el transporte. Por su lado, 

el objetivo del LL es el de minimizar el costo del viaje. El 

modelo se resuelve anidando NSGAII y un algoritmo particular 

para la asignación de tráfico con base en trayectorias, para 

abordar el UL y el LL, respectivamente. 

En un contexto distinto, un modelo MOBO se ha utilizado en 

[61] para establecer el precio del ancho de banda en la industria 

de telecomunicaciones. El problema del UL se soluciona con 

un GA, mientras que el método simplex se ocupa del LL. 

3. Economía ambiental 

La economía ambiental constituye un segmento de la economía 

que se dedica a examinar las relaciones que se establecen entre 

la actividad económica y el entorno ambiental. Su propósito es 

evaluar de qué manera es posible optimizar la distribución de 

recursos para alcanzar un crecimiento sostenible y resguardar el 

medio ambiente. 

Dentro de este tipo de aplicaciones, el trabajo en [80] propone 

un modelo MOBO para abordar un problema relacionado con 

políticas agroambientales. En este modelo se aplicaron las 

condiciones KKT para lograr la reducción a un solo nivel. Para 

resolver el MOP resultante se utilizaron varios algoritmos 

evolutivos multiobjetivo del estado del arte. 

En una situación diferente relacionada con el establecimiento 

del impuesto sobre los fertilizantes, la investigación en [81] 

propone un problema MOBO que modela las interacciones 

entre un regulador con varios objetivos en el UL, y una 

autoridad que busca beneficios para las empresas en el LL. El 

problema se resuelve mediante un algoritmo inspirado en 

BLEMO. 

V. DESAFÍOS Y DIRECCIONES FUTURAS 

A continuación, se presentan los desafíos actuales en el área y 

las posibles direcciones futuras. 

1. Enfoque de solución evolutivo 

Para solucionar la mayoría de los problemas MOBO se 

utilizan los métodos anidados, en donde un algoritmo se 

encarga de buscar soluciones en el UL y otro se ocupa de 

solucionar el problema del LL cuando se produce una nueva 

solución en el UL. Por otro lado, los métodos metaheurísticos 

que requieren de la reducción del nivel se utilizan en menor 
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medida. Es importante mencionar que los métodos anidados 

que utilizan la escalarización de formulaciones multiobjetivo en 

el UL o el LL, requieren que los problemas cumplan 

condiciones particulares para calcular todas las soluciones de 

Pareto posibles. En cuanto a los métodos basados en la 

reducción de nivel, también requieren de condiciones 

particulares para lograr la reformulación, muchas veces 

difíciles de cumplir en problemas que modelan situaciones 

reales. Entre todos los métodos disponibles, los anidados sin 

escalarización pueden llegar a ser los más costosos. 

A pesar de que se pueden identificar cinco clases de métodos 

bajo el enfoque de solución evolutivo, la gran mayoría de las 

alternativas pertenece a los métodos anidados y las propuestas 

son muy similares a BLEMO. Por lo anterior, aún hay suficiente 

terreno fértil en el área para proponer técnicas diferentes que 

puedan mejorar los resultados de este método del estado del 

arte, ya sea reduciendo los costos computacionales, utilizando 

o generando nuevos operadores de mayor eficacia, o 

explorando otros enfoques de solución para problemas 

multiobjetivo diferentes al basado en dominancia de Pareto 

(e.g., enfoques basados en métricas de desempeño o 

descomposición, o híbridos). 

2. Métricas de desempeño 

Aunque las métricas multiobjetivo se utilizan para evaluar 

soluciones en problemas MOBO, su aplicación se limita a la 

información del UL. Para mejorar su utilidad, se requiere 

investigación adicional que extienda su uso al LL. Asimismo, 

es necesario desarrollar nuevas métricas que puedan evaluar la 

calidad de las soluciones de ambos niveles, proporcionando 

información valiosa sobre los métodos de solución propuestos. 

En escenarios multiobjetivo, una métrica de desempeño 

puede utilizarse para discriminar soluciones no dominadas (i.e., 

para determinar una solución con mejores características entre 

un par de alternativas inmejorables). Durante el proceso de 

búsqueda multiobjetivo, las métricas pueden ayudar a encontrar 

compromisos valiosos. Lo mismo podría lograrse al incorporar 

nuevas métricas de desempeño BL dentro de los métodos de 

búsqueda metaheurísticos. 

3. Problemas de prueba 

Para probar los métodos de solución del enfoque evolutivo, la 

mayoría de los trabajos en la literatura especializada utilizan 

problemas MOBO de referencia (i.e., problemas con 

propiedades matemáticas predefinidas para los cuales se conoce 

la solución exacta y usualmente modelan situaciones poco 

realistas). En contraste, existe una pequeña cantidad de 

problemas MOBO que modelan situaciones del mundo real. 

Sin importar el nivel de realismo de los problemas de prueba, 

se pueden observar algunas características comunes en todos 

ellos, como un número similar de funciones objetivo en los 

problemas de los dos niveles (menor a tres), el mismo tipo y 

cantidad reducida de variables de diseño (continuas y alrededor 

de veinte), y un número limitado de restricciones relativamente 

simples (usualmente lineales o cuadráticas). Por lo anterior, es 

necesario proponer nuevos problemas de prueba que consideren 

características más diversas y desafiantes para comprobar la 

efectividad de los métodos evolutivos y su viabilidad para 

eventualmente utilizarlos en situaciones realistas. 

4. Toma de decisiones binivel 

El DM es un elemento fundamental para todos los métodos de 

solución MOBO. Para los métodos anidados que abordan 

formulaciones multiobjetivo en el LL sin escalarización, el DM 

se encarga de seleccionar las soluciones Pareto-óptimas más 

pertinentes que se reportan al UL a posteriori, i.e., después de 

que se obtiene el conjunto óptimo de Pareto. En las 

formulaciones multiobjetivo no escalarizadas del UL, el DM 

encuentra también a posteriori la mejor solución Pareto-óptima 

que debe implementarse en una aplicación práctica. Lo mismo 

puede decirse para los problemas MOBO transformados en 

MOP mediante una reducción de nivel. Cuando se utilizan 

métodos de escalarización para transformar los problemas 

multiobjetivo en el UL o el LL en formulaciones globales, el 

DM realiza una toma de decisiones a priori para establecer 

niveles de preferencia particulares de cada objetivo (e.g., 

mediante los pesos de una suma ponderada o a través de la 

configuración de los parámetros de un modelo difuso). 

A pesar de la importancia de la toma de decisiones en MOBO, 

aún queda bastante trabajo pendiente en el tema. En este 

sentido, la toma de decisiones interactiva (i.e., durante la 

generación del conjunto óptimo de Pareto) ha sido raramente 

probada en los métodos evolutivos para resolver problemas 

MOBO. Por otro lado, en la mayoría de los métodos de solución 

anidados, el solucionador del LL reporta todas las soluciones 

Pareto-óptimas encontradas, por lo que la toma de decisiones 

no se realiza propiamente. Además, no se han explorado 

suficientes alternativas en la toma de decisiones a priori en los 

métodos que requieren escalarización. 

5. Estudios sobre convergencia, diversidad y factibilidad 

En el área de MOBO, es difícil encontrar estudios 

comparativos que evalúen el desempeño de distintos métodos 

evolutivos, considerando aspectos como la convergencia, 

diversidad y factibilidad de las soluciones que son capaces de 

encontrar. 

Lo anterior describe una falta de conocimiento acerca de los 

métodos que deben emplearse para abordar modelos MOBO 

con características particulares; los mecanismos de manejo de 

restricciones que deben utilizarse en problemas con 

restricciones adicionales a la impuesta por la solución del 

problema del LL; la efectividad de las diferentes inspiraciones 

metaheurísticas con sus respectivas etapas y operadores, y los 

distintos enfoques de búsqueda global y multiobjetivo; los DM 

que pueden emplearse para reducir la complejidad del 

problema, acelerar la convergencia o encontrar un conjunto de 

soluciones más diverso; el impacto que tienen las soluciones 

pseudo factibles en el proceso de búsqueda; y la influencia del 

proceso inicialización, entre otros. 
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6. Software para optimización multiobjetivo binivel 

Hasta donde los autores conocen, existen pocos repositorios 

de código fuente con métodos evolutivos para solucionar 

modelos MOBO. Estos se pueden encontrar en el repositorio de 

optimización binivel en http://repository.bi-level.org/software. 

Lo anterior conforma un desafío importante para la comunidad 

de MOBO. 

VI. CONCLUSIONES 

En este trabajo se abordó el estado actual de la optimización 

multiobjetivo binivel desde la perspectiva del cómputo 

evolutivo. Para ello se presentaron los conceptos fundamentales 

de este tipo de optimización, el enfoque de solución evolutivo 

en contraste con los métodos clásicos y algunas aplicaciones 

relevantes. Lo anterior permitió identificar algunos desafíos 

actuales en el área y delimitar posibles direcciones futuras. 

Después del análisis anterior, se observó que el enfoque 

evolutivo ha ganado relevancia recientemente debido a su 

capacidad para solucionar problemas de optimización 

multiobjetivo binivel que modelan situaciones más realistas, en 

comparación con los métodos clásicos que requieren 

características y propiedades matemáticas difíciles de encontrar 

en este tipo de problemas. 

A pesar del creciente interés en el enfoque evolutivo en esta 

área, aún hay trabajo pendiente, como la propuesta de nuevos 

métodos metaheurísticos con distintas inspiraciones y con 

diferentes operadores; el desarrollo de problemas de prueba con 

características desafiantes para probar este tipo de métodos y 

eventualmente extrapolarlos a situaciones reales complejas; la 

formulación de nuevas métricas de desempeño que consideren 

las interacciones binivel, mismas que pueden aportar al 

desarrollo de nuevos algoritmos u operadores efectivos; la 

comprobación de distintos enfoques para la toma de decisiones 

en los dos niveles de un problema; la realización de estudios 

sobre la precisión, diversidad y factibilidad de las soluciones 

obtenidas con el enfoque evolutivo; y la disponibilidad de 

códigos fuente para experimentar con los métodos de solución. 

Todos estos desafíos conforman un nicho fértil para futuras 

investigaciones. 
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Resumen: En este trabajo se reporta la implementación de las 

técnicas conocidas como evaporación lenta, difusión lenta, 

molienda mecánica, spin coating y rocío pirolítico ultrasónico, 

consideradas como técnicas de bajo costo y en algunos casos, fácil 

escalabilidad industrial. Estas técnicas son una gran alternativa 

para laboratorios de reciente creación que cuentan con recursos 

limitados, los requerimientos para la implementación de estas 

técnicas se reducen a la correcta combinación de precursores y al 

material básico que tiene casi cualquier laboratorio de química, no 

obstante, para el caso de técnicas como Spin-Coating, fue 

necesario diseñar y fabricar un dispositivo mediante manufactura 

aditiva para construir el dispositivo necesario. Finalmente se 

muestran algunas caracterizaciones de los materiales sintetizados 

mediante estas técnicas, principalmente las mediciones de 

fotoluminiscencia, propiedad de mayor interés para el grupo de 

trabajo.  

 
Palabras claves: Síntesis de bajo costo, Materiales luminiscentes, 

Spin-Coating, Rocío Pirolítico Ultrasónico, Evaporación lenta, 

Difusión lenta.  

I. INTRODUCCIÓN 

Las técnicas de síntesis de bajo costo para la fabricación de 

materiales son una gran alternativa para realizar proyectos de 

investigación científica en laboratorios de reciente creación con 

recursos limitados. En este trabajo nos enfocaremos a la síntesis 

de materiales con propiedades luminiscentes, sin embargo, 

estas técnicas no están limitadas a esta temática de 

investigación.  

La mayoría de las técnicas utilizadas para la síntesis de 

materiales luminiscentes son aquellas conocidas como 

“química suave”, entre las que podemos mencionar; 

descomposición térmica, hidro/solvotermal, coprecipitación y 

Sol-gel, siendo esta últimas la técnica de menor costo y de la 

cual variaciones como: evaporación de solventes, cristalización 

por difusión lenta, spin coating e incluso rocío pirolítico han 

demostrado la fabricación de materiales luminiscentes con alto 

valor científico como los fluoruros, óxidos, perovskitas y metal-

orgánicos dopados con iones lantánidos. [1]–[3] 

Son cinco las técnicas de síntesis objeto de este trabajo y que 

han sido implementadas debido a su bajo costo, principal factor 
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para su elección, estas son: Evaporación lenta, evaporación de 

solventes, cristalización por difusión lenta, molienda mecánica, 

spin coating y rocío pirolítico ultrasónico, estas técnicas tienen 

como fundamento el crecimiento de materiales cristalinos con 

propiedades luminiscentes, en años recientes se han reportado 

materiales que presentan eficiencias cuánticas mayores al 90% 

y tienen como característica principal su cristalinidad. [4], [5] 

Este tipo de técnicas permiten la formación y crecimiento de 

cristales, que, por lo general sigue siete mecanismos 

principales: nucleación, crecimiento, separación de fases 

liquido-líquido, aglomeración, rotura, siembra y transición 

polimorfa, un esquema representativo es mostrado en la Fig. 1. 

La nucleación es el proceso en donde las moléculas se 

ensamblan a partir de una solución sobresaturada, la tasa de 

nucleación depende en gran medida del tipo de solvente 

utilizado y de la concentración de la solución. El crecimiento 

de un cristal es el proceso subsecuente a la nucleación y 

depende en gran medida de la saturación de la solución, en 

ocasiones el uso de un anti-disolvente puede controlar este 

proceso. La separación de fases líquido-líquido (“oiling out” en 

inglés) generalmente ocurre en la cristalización de moléculas 

complejas y se debe a los diferentes grados de solubilidad de 

los precursores. Cuando existen colisiones durante el 

crecimiento de los cristales, pueden formarse enlaces que 

ocasionan la unión de los cristales formando aglomerados, la 

forma de controlar este mecanismo depende del tipo de solvente 

y de la saturación de la solución. La rotura ocurre cuando se 

aplica un estrés mecánico a los cristales debido a interacciones 

entre los mismos cristales o entre los cristales y el reactor, se 

puede propiciar este mecanismo mediante la molienda húmeda. 

La siembra o seeding en inglés, es el acto de introducir 

pequeños cristales en una solución sobresaturada con la 

finalidad de propiciar el crecimiento de los cristales. 

Finalmente, la transformación polimorfa ocurre en materiales 

que tienen la propiedad de formar estructuras cristalinas de 

diferente tipo. [6] 

Los materiales luminiscentes tienen aplicaciones importantes 

para la vida cotidiana, son utilizados como materia prima para 

la fabricación de dispositivos electrónicos como celulares, 
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tabletas, pantallas, LEDs y láseres, por mencionar algunos. La 

creciente demanda de este tipo de dispositivos incentiva la 

investigación de nuevos y mejores materiales con eficiencias 

mayores y costos de fabricación menor. El enfoque en la 

investigación de estos materiales se concentra en la síntesis de 

fósforos inorgánicos, puntos cuánticos, perovskitas y 

compuestos híbridos metal-orgánicos, principalmente.[7]–[10] 

 

Fig. 1. Esquema de los siete mecanismos observados en los 

procesos de síntesis de materiales cristalinos. 

II. DESARROLLO 

La implementación de las diferentes técnicas de síntesis 

implementadas, son descritas a continuación.  

1. Síntesis por evaporación lenta 

La síntesis por evaporación lenta consiste en la preparación 

de diferentes soluciones precursoras, las cuales son mezcladas 

en las cantidades adecuadas de acuerdo con la estequiometría 

del material a sintetizar, posteriormente se mantiene en 

condiciones ambientales hasta que el solvente se evapore 

completamente obteniendo el material de interés en forma de 

un soluto seco. 

Los materiales necesarios para la implementación de esta 

técnica consisten en los compuestos químicos utilizados, 

diferentes tipos de solventes como metanol, etanol, 

dimetilformamida y acetona, por mencionar algunos, una 

parrilla con agitación magnética, balanza analítica, vasos de 

precipitados, probetas y pipetas serológicas y una caja con 

ventilación. 

Los parámetros de síntesis son la concentración de las 

diferentes soluciones, la pureza del precursor, el tipo de 

solvente utilizado, la viscosidad del solvente y la temperatura. 

[11] 

Las ventajas que presenta esta técnica son su bajo costo, 

escalabilidad industrial y amigable con el medio ambiente, 

entre las desventajas se considera que el tiempo de síntesis 

puede variar de unos días hasta semanas para la obtención del 

material final. 

 
Fig. 2. Caja de ventilación utilizada para colocar y permitir 

la evaporación lenta del solvente utilizado en cada muestra. 

2. Síntesis por difusión 

Esta técnica es utilizada para la obtención de cristales de 

mayor tamaño y calidad a los obtenidos por el método de 

evaporación lenta. La técnica consiste en la preparación de la o 

las soluciones precursoras, posteriormente se mezclan en las 

proporciones estequiométricas adecuadas en un vaso de 

precipitados, posteriormente el vaso con la solución es colocado 

en un recipiente hermético que contiene un antidisolvente, 

solvente en el que el compuesto deseado no es soluble, el cual 

se difundirá lentamente en la solución colocado en el vaso de 

precipitado. Una vez que el antidisolvente se evaporó 

totalmente se saca el vaso de precipitado del recipiente 

hermético y se coloca en condiciones ambientales hasta que se 

seque totalmente. [12]  

 

 
Fig. 3. Arreglo con un recipiente que contiene un 

antidisolvente y un vaso de precipitado con la solución 

precursora. 

 

Los parámetros de síntesis a considerar son la elección del 

solvente y del antidisolvente y la concentración y cantidad de 

las soluciones precursoras.  

Los materiales necesarios para la implementación de esta 

técnica consisten en una parrilla con agitación magnética, vasos 

de precipitados, pipetas serológicas, recipientes herméticos, 

compuestos químicos y solventes. 
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Presenta las mismas ventajas que la técnica de evaporación 

lenta y como desventaja es que el tiempo para obtener el 

material es mayor, de al menos una semana hasta algunos 

meses. 

3. Síntesis mecanoquímica 

La síntesis mecano química consiste en la molienda de los 

precursores en forma de sólidos, la energía proporcionada por 

la presión ocasiona que los compuestos reaccionen entre sí 

formando el material deseado. Para su implementación solo es 

necesario un mortero de ágata preferentemente y los 

compuestos químicos necesarios. Como desventaja presenta la 

limitada cantidad de materiales que pueden ser obtenidos por 

esta técnica, entre sus ventajas observamos su fácil 

escalabilidad industrial, el tiempo de síntesis es muy corto, de 

solo unos minutos, amigable con el medio ambiente al no 

requerir ningún tratamiento térmico y no producir ningún 

residuo. [13] 

 

 
Fig. 4. Mortero de ágata con un material luminiscente 

obtenido por la técnica mecano química. 

4. Síntesis por spin coating 

Esta técnica es utilizada para la síntesis de películas, consiste 

en la preparación de una solución precursora con los 

compuestos necesarios, posteriormente la solución es vertida 

por goteo mediante una pipeta sobre un sustrato de vidrio el cuál 

se hará girar a una velocidad determinada produciendo una 

película. 

Los parámetros de síntesis que involucra esta técnica son, la 

solución precursora utilizada, la cantidad de solución aplicada 

y la cantidad de veces que se coloca la solución en el sustrato, 

las revoluciones por minuto a las que se hace girar el sustrato y 

finalmente el tiempo que permanece girando el sustrato después 

de colocada la solución. 

Entre las ventajas podemos mencionar que es amigable con 

el medio ambiente, se obtienen películas de buena calidad, de 

fácil implementación y bajo costo, la principal desventaja es 

que no es escalable a nivel industrial. [14] 

Los materiales necesarios son, un dispositivo de síntesis de 

películas conocido como spin coater, para este caso, el 

dispositivo fue diseñado y construido mediante impresión 3D y 

Arduino. 

 

Fig. 5. Diseño de dispositivo para realizar películas 

mediante Spin Coating para su posterior fabricación mediante 

impresión 3D. 

 

La Fig. 5 muestra el diseño y la fabricación del sistema de 

Spin Coating utilizando software CAD para el diseño mecánico, 

el dispositivo fue fabricado en una impresora 3D modelo 

Creality Ender 3 S1, la electrónica de control fue implementada 

usando un arduino UNO, un motor sin escobillas, un display y 

un teclado. 

 

 
Fig. 6. Dispositivo para realizar películas mediante Spin 

Coating. Su fabricación fue realizada mediante impresión 3D. 

5. Síntesis por rocío pirolítico 

La técnica consiste en la fabricación de una película sobre un 

sustrato de vidrio, silicio, cuarzo o metal. El procedimiento 

consiste en realizar una solución precursora con los reactivos 

químicos necesarios, posteriormente se coloca en un 

nebulizador ultrasónico que se encarga de generar gotas 

micrométricas de la solución, mediante un sistema de tuberías 

y utilizando un gas de arrastre se transportan las gotas hasta una 

boquilla de vidrio, es entonces cuando el nebulizado se rocía 

sobre un sustrato previamente calentado, debido a una reacción 

pirolítica se forma una película sobre el sustrato. En la Fig. 7 se 

muestra un esquema básico del sistema de rocío pirolítico 

ultrasónico. 
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Las variables involucradas en el proceso son, la 

concentración de la solución, el solvente utilizado, el flujo del 

gas de arrastre, el tiempo de depósito, la distancia de la boquilla 

al sustrato, el movimiento de la boquilla y la temperatura del 

sustrato. 

 

 
Fig. 7. Esquema representativo de un sistema de rocío 

pirolítico ultrasónico. 

 

Los materiales necesarios para la síntesis de películas son, 

sustratos de vidrio, silicio o cuarzo, esferas de vidrio para 

nebulización, diferentes solventes, un tanque de aire seco o 

nitrógeno y los reactivos químicos.[15] 
 

 

Fig. 8. Sistema de rocío pirolítico ultrasónico implementado 

en el Instituto Tecnológico de Tlalnepantla. 

 

La construcción del sistema de rocío pirolítico ultrasónico es 

la más elaborada y costosa de todas las técnicas presentadas en 

este trabajo, la construcción del sistema de rocío pirolítico 

ultrasónico se puede dividir en cinco subsistemas.  

Subsistema de Transporte, compuesto por un tanque de 

aire/nitrógeno, manguera de 6 mm de teflón, llaves de bola, 

rotámetros, conexiones rápidas para mangueras, manguera 

corrugada de 1 in y una boquilla de vidrio. 

Subsistema de nebulizado consiste en un nebulizador 

ultrasónico de grado médico, y esferas de vidrio. 

Subsistema de calefacción. - Compuesto por resistencias tipo 

cartucho, bloque de aluminio o baño de estaño, termopar, 

controlador de temperatura, interruptor termomagnético y un 

fusible de acción rápida. 

Subsistema de extracción. -  Esta formado por un extractor 

de aire para ductos de 4 pulgadas, ducto flexible, filtro de 

carbón activado, manguera de 2 pulgadas y coples tipo espiga.  

Subsistema de movimiento de boquilla. Este sistema consiste 

en un mecanismo tipo CNC para mover el elemento calefactor 

de vidrio de manera uniforme, este compuesto por dos mesas 

deslizantes con motores a pasos controladas mediante un 

Arduino uno. 

La Fig. 8 muestra una imagen del sistema implementado en 

donde se pueden observar los diferentes subsistemas y sus 

componentes. 

6. Costos aproximados de las diferentes técnicas 

La tabla 1 muestra los costos de implementación de cada una 

de las técnicas considerando una inversión inicial, en donde se 

consideran principalmente el costo de una balanza analítica, una 

parrilla con agitación magnética, agitadores magnéticos y 

vidriería, en el caso de la técnica de rocío pirolítico ultrasónico, 

el costo inicial es notablemente elevado debido a la 

construcción del sistema, lo que incluye un conjunto de 

dispositivos mecánicos, eléctricos y electrónicos. Se considera 

una segunda inversión en donde se consideran lo reactivos y 

solventes utilizados, considerando cantidades suficientes para 

varias series de experimentos, se debe tener en cuenta que el 

costo de los reactivos puede variar de acuerdo con el tipo de 

materiales que se desea obtener. 

 

Tabla I. INVERSIÓN ESTIMADA PARA LA IMPLEMENTACIÓN 

DE DIFERENTES TÉCNICAS CONSIDERADAS DE BAJO COSTO. 
Técnica de 

síntesis 

Costo inicial Costo de 

experimentos 

Costo total 

estimado 

Evaporación lenta $ 12,500.00 $ 15,000.00 $ 27,500.00 

Difusión lenta $ 14,000.00 $ 15,000.00 $ 29,000.00 

Mecanoquímica $ 8,000.00 $ 10,000.00 $ 18,000.00 

Espin- Coating $ 15,000.00 $ 15,000.00 $ 30,000.00 

Rocío Pirolítico $ 150,000.00 $ 20,000.00 $ 180,000.00 

III. EJEMPLOS Y APLICACIONES 

Algunos de los materiales obtenidos mediante las técnicas antes 

mencionadas son mostrados a continuación, en forma de polvos, 

soluciones y películas, considerando que la propiedad de alta 

prioridad deseada es la emisión luminiscente y en la mayoría de los 

casos presentan una alta eficiencia quántica. Son tres los tipos de 

materiales obtenidos mediante estas técnicas, y esas son: materiales 

híbridos basados en haluros metálicos luminiscentes, los cuales 

presentan una alta eficiencia cuántica, el segundo tipo de material 

se conoce como materiales cristalinos metal-orgánicos 

luminiscentes, mejor conocidos como MOFs por sus siglas en 
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inglés, y como tercer tipo de material mencionaremos películas de 

perovskitas luminiscentes libres de plomo. 

1. Materiales híbridos basados en haluros metálicos 

Un haluro metálico es la unión química entre átomos de flúor, 

cloro, bromo y/o iodo ligado a un átomo metálico, cuando estos 

compuestos forman estructuras cristalinas con compuestos 

orgánicos (ligando orgánico, ejemplo: metilamonio, 

formamidinio, y guanidinio) y/o con átomos de radio iónico 

grande como cesio o potasio, pueden producirse este tipo de 

materiales híbridos cuya principal característica es la de 

presentar altas eficiencias cuánticas. [16] 

La síntesis de este tipo de materiales suelen ser evaporación 

lenta, cristalización por difusión o molienda mecánica. En la 

Fig. 9 se muestran algunos de los materiales obtenidos mediante 

estas técnicas. 

 

Fig. 9. Materiales híbridos luminiscentes sintetizados 

mediante, a) molienda mecánica, b) cristalización por difusión 

y c) evaporación lenta. 

2. MOFs impurificados con iones lantánidos.  

Los MOFs pueden definirse como materiales cristalinos 

compuestos por un ion metálico un ligando orgánico, por lo 

general el crecimiento se este tipo de materiales ocurre 

mediante el ensamblaje de lo que se conoce como una unidad 

inorgánica y unidades de construcción secundarias [17], la 

construcción de la estructura cristalina se propicia mediante una 

energía externa, lo cual permite que los dos tipos de unidades 

se ensamblen como si fuesen piezas de legos. 

La síntesis de estos materiales se realizó mediante la técnica 

de rocío pirolítico ultrasónico. La Fig. 10 muestra las películas 

obtenidas mediante sustratos de vidrio. 
 

 

Fig. 10. Películas de MOFs luminiscentes sintetizadas por 

la técnica de rocío pirolítico ultrasónico impurificadas con a) 

terbio y b) europio. 

3. Perovskitas luminiscentes libres de plomo 

El perovskita es un término utilizado para definir materiales 

que cumplen con la siguiente estequiometría ABX3 y que 

presentan la misma estructura cristalina que el titanato de calcio 

CaTiO3. Los perovskitas basados en plomo presentan 

propiedades luminiscentes deseables, sin embargo, el riesgo a 

la salud que implica el plomo han limitado sus potenciales 

aplicaciones. [9] 

 

Fig. 11. Películas luminiscentes de perovskitas libres de 

plomo. 

 

Las películas luminiscentes de perovskitas libres de plomo 

fueron sintetizadas en forma de películas mediante la técnica de 

rocío pirolítico ultrasónico, presentando emisiones 

luminiscentes en color verde, como se muestra en la Fig. 11.  

a b 

c 

a 

b 
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V. CONCLUSIONES 

Se proponen cinco técnicas para la síntesis de materiales 

como son: perovskitas, estructuras cristalinas metal-orgánicas y 

haluros de cobre con propiedades foto-luminiscentes y que 

presentan altas eficiencias cuánticas. 

Las técnicas de evaporación lenta, cristalización por difusión 

y molienda mecánicas son las técnicas con menor costo y de 

menor tiempo de implementación. 

Las técnicas de Spin-Coating y Rocío pirolítico ultrasónico 

requieren del diseño de prototipos lo que encarece el costo 

inicial de implementación, pero tienen la ventaja de fabricar 

materiales en forma de películas y recubrimientos. 
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Resumen: Actualmente, la electromovilidad se ha propuesto como 

una de las rutas más eficientes hacia una transición energética que 

permita disminuir de forma efectiva la emisión de gases de efecto 

invernadero, aunado a esto el reciente hallazgo de yacimientos de 

litio en el norte del país, son factores que se han conjugado y 

derivado en el crecimiento del interés por desarrollar baterías de 

ion de litio, por parte de instituciones gubernamentales e 

iniciativas privadas. En este sentido el Instituto Tecnológico de 

Tlalnepantla (ITTLA) a través de la participación de sus 

estudiantes de licenciatura y posgrado de la Maestría en Ciencias 

en proyectos relacionados con la generación de nuevos materiales 

que pueden ser aplicables en la fabricación de dispositivos de 

almacenamiento de energía basados en ion de litio han permitido 

establecer una colaboración con investigadores de las unidades 

Azcapotzalco e Iztapalapa de la Universidad Autónoma 

Metropolitana (UAM). Los detalles de esta colaboración y un 

acercamiento a las etapas iniciales de esta iniciativa se comentan 

en esta nota de divulgación. 

 

Palabras claves: Baterías de ion-litio, eficiencia energética, 

transición energética.  

I. INTRODUCCIÓN 

Desde la comercialización de la primera generación de baterías 

de iones litio (LIBs) a principio de los años noventa, este tipo 

de tecnologías a demostrado ser una de las más convenientes 

para almacenar y utilizar eficazmente la energía, por esta razón 

las LIBs se consideran el hito más importante en el desarrollo 

de las tecnologías de almacenamiento de energía 

electroquímica. Su versatilidad para ser utilizadas en 

dispositivos portátiles, vehículos eléctricos y sistemas de redes 

inteligentes de almacenamiento de energía ha generado el 

incremento de su demanda en el mercado. Las LIBs de nueva 

generación requieren el mejoramiento del rendimiento 

electroquímico, juzgado por métricas como la densidad de 

energía y la densidad de potencia, sin hacer de lado la seguridad 

durante su operación.1 

Recientemente se ha anunciado que todas las armadoras 

automotrices de México aumentarán la producción de nuevos 

diseños de motores eléctricos a fin de sustituir los de 

combustión interna. Se espera que para el año 2050 se haya 
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reducido la venta de vehículos que utilizan gasolina como 

combustible en un 93% debido a la producción de vehículos con 

baterías eléctricas, las cuales son consideradas como la 

tecnología de mayor potencial en el desarrollo de 

almacenamiento de energía para automóviles de nueva 

generación. Así el reto al que se enfrentan los investigadores es 

la fabricación de baterías más pequeñas y de larga duración, a 

la vez que se buscan alternativas para la adecuada explotación 

del litio mexicano. Lo anterior puede lograrse a través del 

desarrollo de nuevos materiales y procesos de transformación 

útiles en la fabricación de baterías de ion-litio de alta potencia 

y densidad energética. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Fig. 1. Esquema General de una batería de ion-litio. 

 

La principal estrategia para lograr LIBs con alta densidad 

energética ha sido la exploración de nuevos materiales activos 

para cátodos avanzados con gran capacidad específica y altos 

voltajes de operación (~5 V vs. Li+/Li0), algunos materiales 

catódicos han demostrado tener un buen funcionamiento, 

manteniendo estables sus estructuras durante los procesos de 

carga y descarga. Sin embargo, la eficiencia de estos materiales 

está limitada en gran medida por la velocidad del transporte de 

iones y electrones necesarios para las reacciones redox en los 

electrodos compuestos por materiales activos, aditivos 

conductores electrónicos y aglomerantes poliméricos. Por lo 

tanto, cada combinación de electrodos de ánodo-cátodo da lugar 

a la formulación de diferentes composiciones de electrodos y 
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electrolitos que buscan un efecto sinérgico entre todos sus 

componentes, ánodos, cátodos, y electrolitos.2 Figura 1  

II. DESARROLLO 

La Dra. Palacios profesora de la División de Estudios de 

Posgrado e Investigación del (ITTLA) y el Dr. Martínez del 

Área de Física Atómica Molecular Aplicada (UAM-A) trabajan 

desde 2013 en la fabricación de nuevos materiales de baja 

dimensionalidad a partir del uso de materiales accesibles como 

el típico grafito que se obtiene de un lápiz escolar. Este material 

luego de que se le realizan una serie de transformaciones 

químicas de oxidación y exfoliación permite obtener el óxido 

de grafeno (GO) figura 2, con el cual se han realizado diversas 

variaciones para desarrollar electrolitos sólidos y líquidos que 

puedan ser útiles en el desarrollo de las baterías de ion de litio.3 

 
Fig. 2. Representación esquemática del Grafito al Óxido de 

Grafeno. 

 

El Dr. Guzmán (UAM-I), quien desde 2013 ha trabajado en el 

desarrollo e implementación de materiales para la fabricación 

de baterías de ion de litio, enfatiza que hoy en día este tema de 

estudio tiene más auge sobre todo debido a las problemáticas y 

oportunidades que presenta el reciente interés por la 

explotación del litio en México. La producción científica del 

laboratorio en el cual colabora, son prueba de la experiencia de 

su grupo de trabajo en el desarrollando materiales y 

metodología para la fabricación de dispositivos de 

almacenamiento de energía utilizando electrolitos líquidos y 

sólidos. Así mismo, ha señalado la importancia del uso de 

materiales conductores en el mejoramiento del rendimiento 

electroquímico de las baterías de ion de litio.3 La incorporación 

del óxido de grafeno sintetizado y exfoliado por métodos 

químicos, desarrollados en ITTLA, dará a la institución un lugar 

dentro del grupo de desarrolladores nacionales de tecnología 

aplicada en los próximos años. 

La colaboración entre ITTLA-UAM inició en el año 2013, 

cuando la Dra. Palacios (ITTLA) y el Dr. Martínez (UAM-

Azcapotzalco), comenzaron a trabajar activamente en la síntesis 

y caracterización de materiales para aplicaciones en 

degradación de colorantes en los  mantos acuíferos con 

materiales luminiscentes contaminados con tierras raras y 

posteriormente incursionaron en el diseño de materiales de 

análogos del óxido de grafeno, proyectos en los que a la fecha 

se encuentran trabajando estudiantes de todos los grados 

académicos de ITTLA.  

A inicios de este año el Dr. Guzmán impartió la conferencia 

“Consolidando la cadena de valor del litio en México: 

Materiales estratégicos para el desarrollo de baterías de ion litio 

recargables con alta densidad energética” en las instalaciones 

del ITTLA, donde fue posible identificar diferentes nichos de 

oportunidad y vías de colaboración hacia el desarrollo y 

aplicación de materiales desarrollados en ITTLA, en la 

fabricación de dispositivos de almacenamiento de energía, 

específicamente baterías de ion de litio. Figura 3  

 
Fig. 3. Tipo de Empaque de baterías de Litio comerciales. 

 

El proyecto “Síntesis de óxido de Grafeno, material del futuro 

con aplicaciones en nuevas tecnologías” desarrollado por el 

estudiante de maestría Luis Enrique Islas García, abriría la 

puerta para dar lugar al uso de estos materiales en su aplicación 

en la fabricación de baterías de ion de litio, de las cuales se 

espera obtener los primeros entregables a finales de este año 

2023. El éxito de los resultados obtenidos en la etapa inicial de 

la colaboración ITTLA-UAM, atrajo rápidamente a la atención 

de otros estudiantes de posgrado en diferentes niveles como 

Daniel García Martínez y Sergio Peñaflor Serrano de nivel 

maestría y Abraham Fuentes Villagómez de nivel doctorado, 

quienes inician sus trabajos en la sintonización de las 

propiedades fisicoquímicas de materiales utilizables en la 

fabricación de baterías de ion litio, ánodos, cátodos y 

electrolitos respectivamente.  

 

 
Fig. 4. Estudiantes de diferentes grados académicos 

desarrollando proyectos de colaboración ITTLA-UAM. 

 

La participación de los estudiantes de licenciatura Alexis 

Hernández López y Adrián Absalón Solano Heredia, en 

proyectos relacionados con la síntesis y caracterización de 

materiales derivados del óxido de grafeno para concluir sus 

residencias profesionales, suman a seis estudiantes de ITTLA 

trabajando en proyectos relacionados con el desarrollo de 

baterías de ion litio, en la etapa inicial de esta colaboración 

ITTLA-UAM. Figura 4. 

Actualmente, la Dra. Palacios, el Dr. Guzmán y el Dr. Martínez, 

se encuentran trabajando en la formalización del convenio de 
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colaboración ITTLA-UAM, mediante el cual se pretende 

facilitar el tránsito de estudiantes entre las dos instituciones, lo 

cual permitirá una mejor vinculación científica entorno al 

diseño, síntesis, caracterización y aplicación materiales 

enfocado al desarrollo de dispositivos de almacenamiento de 

energía, que permitan facilitar la transición energética nacional. 
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Resumen: Este artículo de divulgación, tiene como finalidad 

manifestar al lector, en que no basta con saber manipular los 

objetos matemáticos que son enseñados en una clase de 

Matemáticas. Es necesario propiciar de manera homogénea una 

Construcción del Conocimiento Matemático basado en una 

epistemología de uso por medio de prácticas que entrelacen los 

contenidos matemáticos con el sector laboral, para ello, este escrito 

muestra a través de sus secciones cómo la Enseñanza de las 

Matemáticas en Ingeniería es parte de una problemática que 

conlleva a repensar los contenidos que son enseñados a través del 

currículo escolar. 

 

Palabras claves: Currículo Escolar, Educación Matemática en la 

Ingeniería, Formación Matemática del Futuro Ingeniero, 

Modelación Matemática. 

I. INTRODUCCIÓN 

El presente artículo pretende mostrar al público lector 

interesado y en general, en que se reconozca la importancia, 

pertinencia y quehacer de la Educación Matemática como 

disciplina científica dentro del campo de la Ingeniería; 

específicamente se abordará una crítica a la manera en que se 

enseñan las Matemáticas en los primeros cursos de Formación 

del Futuro Ingeniero, se vislumbra como objetivo final poder 

sensibilizar al lector interesado el poder generar una reflexión 

sobre los posibles cambios plausibles y aquellas nuevas 

directrices que deben considerarse en la Enseñanza de las 

Matemáticas en la Ingeniería hacia el futuro.  

Si bien, la Enseñanza de las Matemáticas en todos los niveles 

educativos, ha sido un tema que en los últimos años ha 

recobrado mayor importancia e interés de manera creciente en 

la investigación dentro de la Educación Matemática; la 

inquietud de ¿qué Matemáticas necesita saber un Futuro 

Ingeniero?, pone en manifiesto ser una problemática que debe 

ser abordada a través de varias aristas, las cuales permitirán 

enfrentar a esta encrucijada del Nivel Superior. 

Es por ello, que desde hace varias décadas la acción de la 

Educación Matemática que incide en la Ingeniería es que ha 

advertido como uno de sus principales focos de atención a los 

altos índices de reprobación en los primeros cursos de 

Matemáticas, y que incluso, hasta hoy día se ha convertido en 

uno de sus retos de mayor importancia no solo por buscar y 

encontrar soluciones inmediatas, sino también por tratar de 
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aminorar el abandono que se vive por parte de los estudiantes 

en los primeros semestres de formación. 

 

Lo anterior da cabida para poder situar las raíces de dicha 

problemática; pero, para ello se comenzará haciendo un 

reconocimiento a la práctica docente y al rol del estudiante 

dentro del aula; el puente formado por ambas partes, permite 

concebir la manera en que la Enseñanza de las Matemáticas ha 

seguido su cauce hasta hoy día, es decir, se presupone que 

existe un discurso frente al aula en una pizarra por parte del 

docente de un tema o concepto y el alumno funge como receptor 

de esa información.  

Esta manera de enseñanza tradicionalista de las 

Matemáticas con el tiempo ha tenido ajustes debido a los 

avances acelerados de las nuevas tecnologías y medios de 

comunicación, así como las competencias en cuanto a los 

modos de enseñanza (estos son solo algunos contextos que 

influyen en el cambio del modo de enseñanza), lo cual permite 

aventajar para bien la Construcción del Conocimiento 

Matemático (CCM) por parte del estudiante, sin embargo, los 

tropiezos y dificultades que se viven dentro del aula se 

convierten en un escenario ideal para repensar qué 

Matemáticas necesita saber el Futuro Ingeniero. 

Así, los esfuerzos que hace el docente en cuanto a la 

enseñanza de un tema o concepto matemático, lo posicionan 

frente a un sinfín de obstáculos que deberá afrontar y enfrentar 

para así poder incentivar un Aprendizaje Matemático (AM) en 

el estudiante, cabe resaltar e insistir que, para enseñar 

Matemáticas, se requiere más allá de la formación profesional 

del docente, es decir, no basta solo con saberlas, sino que 

también debe poner en juego aquellas destrezas didácticas y 

pedagógicas dentro del aula de clases. 

El escenario antes descrito como parte de la problemática: la 

enseñanza tradicionalista de las Matemáticas, es necesario 

sumarlo ante un escenario de investigación, el cual permite 

concebir los procesos de evolución de Enseñanza de las 

Matemáticas en la Ingeniería a lo largo del tiempo por parte de 

la comunidad de la Educación Superior, esto no es sino para 

confrontar con aquellos retos que se deben enfrentar y superar 

en conjunto con lo que se sigue viviendo dentro del aula de 

Matemáticas. 

Más aún, la pregunta inicial generada, ¿qué Matemáticas 
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debe saber un Futuro Ingeniero?, puede conllevar a poder forjar 

un debate de respuestas entre diversos especialistas de la 

Enseñanza de las Matemáticas en la Ingeniería, quizá unas más 

directas que otras, pero al final, todas o en su mayoría 

pudiéndose encontrar en un punto de equilibrio, el cual permite 

producir el espectro del porqué el Ingeniero en Formación 

necesita poseer un Conocimiento Matemático (CM) 

especializado, es decir, este debe ser forjado de acuerdo al lugar 

de trabajo en donde se vaya a desenvolver como profesionista. 

Lo comentado en esta Introducción, intenta crear al lector un 

abanico sobre las múltiples dificultades a las cuales el docente 

de Matemáticas en Ingeniería se enfrenta día a día y encuentra 

como reto dilucidar con el mejor de los ánimos la manera en 

cómo debe dar pie a un AM el cual constituya y sea un 

engranaje para la CCM del Futuro Ingeniero, a su vez, sin 

escatimar el rol del estudiante con los desafíos y obstáculos que 

este deberá asumir durante su proceso formativo.  

Para ello, en la siguiente sección, se expone el valor de la 

investigación en la Enseñanza de las Matemáticas en la 

Ingeniería, mismo que tiene como finalidad “esclarecer” el 

porqué es necesario estrechar las Matemáticas Universitarias 

con el sector laboral, lo anterior se posiciona ante un carácter 

con miras hacia un cambio educativo, debido a las necesidades 

y exigencias que el lugar de trabajo demanda hacia los 

egresados de una Universidad. 

II. ANTECEDENTES HISTÓRICOS DE INVESTIGACIÓN: 

RECONOCIMIENTO DE UNA NUEVA MANERA Y NECESIDAD DE 

ENSEÑAR MATEMÁTICAS EN INGENIERÍA 

Sin afán de pormenorizar esta sección como un pasaje 

histórico al lector, ni la evolución a través de la historia la 

Enseñanza de las Matemáticas en la Ingeniería, se reconoce a 

la Ingeniería como disciplina científica como se menciona en 

[1], la cual surge en el Siglo XVIII y que en conjunto con la 

formación de la École Polytechnique basada en el contexto de 

la Revolución Francesa en 1794 se termina de consolidar tal y 

como la conocemos hoy hasta mediados del Siglo XIX.  

La manera en que esta disciplina científica fue recobrando 

importancia, fue a partir del escenario sociocultural que 

atravesaba en aquella época, junto con las exigencias que 

aquejaban a la sociedad.  

Asimismo, el entorno geográfico se convierte en la cuna de 

esta disciplina aunado al contexto histórico; y es precisamente 

con la creación de esta escuela formadora de Ingenieros, que, 

como sostiene Farfán (2012) la Matematización de la 

Ingeniería vino a resolver problemas propios que se 

consideraban inmersos dentro de la Matemática de ese 

entonces, como la Mecánica, Física, Hidrodinámica, e incluso 

la artillería y navegación. 

Es por ello que se intenta crear una sensibilización interna 

hacia el lector sobre cómo la Matemática de esos años se 

enseñaba, pensar si la Teoría Matemática  

(teorema-demostración), la práctica matemática (entiéndase a 

esta como la ejecución de procedimientos matemáticos para 

resolver un determinado problema) o combinación de ambas les 

era funcional e ideal para la Formación de Ingenieros del  

Siglo XIX. 

Por lo que, sin adentrar en tales modos de enseñanza se 

resalta que fueron más de dos siglos entre disputas y debates 

que emergieron sobre qué tipo de Matemáticas debían 

enseñarse a los Futuros Ingenieros; no fue sino hasta que este 

interés recayó en instituciones internacionales preocupadas por 

los retos en la Enseñanza de las Matemáticas en Ingeniería, tal 

es el caso del ICMI (International Comission on Mathematical 

Instruction) en donde se trataron aspectos sobre qué 

Matemáticas necesitarían los Ingenieros en formación. 

Lo anterior quedó asentado en el estudio ICMI 3,  

Volumen 3: Mathematics as a service subject (Matemáticas 

como Materia de Servicio) celebrado en Estrasburgo en marzo 

de 1985, como un documento de discusión, el cual fue 

publicado hasta 1988 y editado por Howson, Kahane, Laugine 

y de Turckheim, el cual está organizado por etapas, todas 

enmarcadas en la propia Enseñanza de las Matemáticas como 

Materia de Servicio. 

Howson et al. (1988), resaltan que el mismo progreso 

matemático y el resurgimiento de algunos temas bajo influencia 

de la computadora, obligan a modificar los programas de 

estudio, reportando qué tópicos de las Matemáticas en las 

Universidades le serán inherentes para formar a los Futuros 

Ingenieros, sin soslayar la esencia conceptual a futuro que estos 

pueden verse reflejados en cursos posteriores. 

Tras esto, los editores, exponen por primera vez estos 

intereses de toda una comunidad científica en el mundo, 

señalando que todas las disciplinas científicas, así como los 

negocios y profesiones actuales, exigen cierto conocimiento y 

comprensión matemática, y, derivado de ello, es que emergen 

diferentes problemáticas para su enseñanza, que van desde la 

naturaleza de la disciplina que emplea las Matemáticas, el 

lenguaje de quien las enseña y la manera en que estas se usan. 

El caso del Ingeniero en el contexto laboral, en todas sus 

ramas, es que este deberá estar preparado profesionalmente 

para: construir modelos, probarlos y validarlos, pero, para esto, 

como estudiante, es decir, durante su formación es que se le 

deben enseñar las Matemáticas como un medio para un fin y no 

como una disciplina intelectual en sí misma. 

Ya que así le permitirá adquirir el lenguaje de su disciplina y 

adaptarlo a su entorno laboral (rol del Ingeniero), el cual le 

coadyuvará a poder transmitir sus resultados de una cierta 

problemática a un lenguaje que le sea fácil de comunicarlo y 

que el usuario final pueda interpretarlo. Lo antes dicho puede 

esbozarse mediante la Fig. 1. donde se puede apreciar bajo un 

escenario ideal la manera en que el rol del Ingeniero funge en 

su contexto laboral, y aunque en la práctica, la realidad puede 

ser otra, es decir, puede no tener un comportamiento “lineal” 

como el que se mostró en la Fig. 1., se hace hincapié en la 

necesidad de la Formación Matemática del Futuro Ingeniero 

pues es quien tomará decisiones y por ende las implementará 

dando una solución a una determinada problemática. 

Por ende, durante su proceso formativo es necesario darle un 

enfoque utilitario (uso) a las Matemáticas, cuestionando así el 

rol del docente porque como sostienen Howson et al. (1988) es 

imperante que los conceptos matemáticos sean enseñados 

propiamente por docentes de la disciplina principal, ya que son 

conscientes de las necesidades, a su vez son quienes podrán 
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introducir las ideas matemáticas a través del uso uniforme del 

lenguaje y simbolismo, sin violentar la Enseñanza de las 

Matemáticas en la Ingeniería dotadas de teoría y perder la 

esencia de la práctica, sino que sea una balanza donde se pueda 

enseñar la construcción de definiciones y se usen para dar 

solución a problemas. 

 

 
Fig. 1. Rol del Ingeniero. Fuente: Elaboración Propia. 

 

Estos aspectos reflexivos que da Howson et al. (1988) como 

parteaguas para el cambio sobre la Enseñanza de las 

Matemáticas en la Ingeniería se suma el que brinda Pollak 

(1988), donde el autor destaca que no debe concebirse a las 

Matemáticas como una disciplina de rigor en la enseñanza, sino 

más bien como una herramienta que potencializa la resolución 

de problemas, por ello, a juicio de este autor es que los 

empleadores esperan de los futuros empleados (Futuros 

Ingenieros) planteen correctamente un problema y, por ende, 

una buena respuesta por medio de la gran variedad de procesos 

emanados por su pensamiento matemático. 

Lo que se comenta bajo la postura de Howson et al. (1988) y 

Pollak (1988) respectivamente, es que la Formación 

Matemática del Futuro Ingeniero debe vislumbrarse siempre 

hacia su lugar de trabajo, el cual no debe restringirse por hacer 

uso de un solo pensamiento, sino que de manera plural opte por 

generar información valiosa que al momento de unificarla 

conlleve a dar una solución a un problema real, para lograr esto, 

se debe crear un puente entre la teoría y lo que se puede 

aplicar, extrapolando así a modelar matemáticamente un 

fenómeno, el cual estará constituido por un número 

considerable de variables que lo describan. 

Entonces, el pensar, que la Formación Matemática del Futuro 

Ingeniero, debe estar centrada en habilidades y aptitudes 

mismas que deberán estar regidas por un pensamiento 

matemático el cual será el incipiente fundamental en el lugar de 

trabajo del Futuro Ingeniero. 

Por consiguiente, que la vía que pueda generar ese cambio es 

el repensar qué es lo que se está enseñando dentro de las aulas, 

ya que la Matemática Escolar (ME) debe dotar al Futuro 

Ingeniero de las herramientas conceptuales para así hacer uso 

de ellas en la solución de problemas, sin embargo, como 

menciona el autor Flores-Cambrón (2021), se sigue dotando al 

estudiante de un dominio algebraico que lo conlleva a 

desarrollar habilidades memorísticas sin que le coadyuven a 

apropiarse de un aprendizaje significativo. 

 

 Así, estos panoramas de investigación con base en  

Howson et al. (1988) y Pollak (1988) son los que siembran y 

marcan los inicios a un nuevo paradigma hacia el futuro en la 

Enseñanza de las Matemáticas en la Ingeniería.  

Hoy día, la manera en que se sigue enseñando, uno de los 

actores principales es el docente, quien deberá reformular su 

práctica de enseñanza entorno a los objetos matemáticos, para 

ello, su formación como se mencionó en la Introducción, no 

termina por serlo todo para poder enseñar un curso de 

Matemáticas en Ingeniería, pero, ¿por qué?, para emitir una 

respuesta, es que este, debe concebir la epistemología de los 

objetos matemáticos, ya que sino, solo se le estará enseñando al 

estudiante a mecanizar, soslayando su uso para el propio curso, 

y los posteriores que estén vinculados dentro del currículo 

escolar y por ende al contexto laboral. 

Para entender mejor el párrafo anterior, supongamos que se 

desea enseñar el concepto de derivada a estudiantes de 

Ingeniería Mecánica; para ello, el docente, como profesional de 

la Enseñanza de las Matemáticas, debe emplear el lenguaje y 

discurso matemático apropiado hacia los estudiantes, es decir, 

debe cimentar y forjar el uso de este concepto, creando un 

puente entre lo algebraico (que es el escenario más 

predominante en la enseñanza del concepto) y lo 

epistemológico (entender su significado incluso desde su 

evolución histórica-matemática).   

Es por ello entonces que el docente al involucrar su perfil 

profesional, en la medida de lo posible deberá buscar escenarios 

que sean atractivos en los que él sabe que el concepto de 

derivada emerge; esto permite ser parte de la generación de 

Conocimiento Matemático del Futuro Ingeniero. 

Al proceder con lo anterior, y centrado el objetivo de enseñar 

el concepto de derivada a estudiantes de Ingeniería Mecánica, 

que atraviesan por su primer curso de Cálculo, imaginemos que 

se desea únicamente enseñar este concepto empleando 

únicamente recursos gráficos, es decir, mediante la gráfica de 

la función, para ello, también se considera el uso de GeoGebra 

(Software Libre de Geometría Dinámica) como recurso 

didáctico tecnológico para su enseñanza. 

Para ello, consideramos un conjunto de cinco puntos 

{(−2.31,3.48), (−2,4), (−1.48,4.51), (0.03,2.32), (0.95,3.76)}

todos arbitrarios, los cuales son {𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷, 𝐸} respectivamente, 

y que, al unirlos, se forma una curva, la cual, es una función de 

grado 3, que denotamos como 𝑓(𝑥); tal y como se muestra en 

la Fig. 2. 

Ahora bien, la pregunta crucial de partida, es ¿cuál es el 

escenario idóneo para la comprensión de este objeto 

matemático?; para responder este cuestionamiento, deberán 

salir a relucir las estrategias didácticas del docente, el cual, 

deberá proponer ante los escenarios posibles para el cálculo de 

𝑓′(𝑥). 

Los escenarios que comúnmente se plantean dentro de la 

Matemática Escolar son tres: el algebraico, el geométrico y el 
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físico. El primero de ellos, está vinculado en que se entienda a 

la derivada de la función como el resultado de un límite (el 

empleo de fórmulas para el cálculo de una derivada proviene de 

haber calculado el límite), el cual representa la pendiente de la 

recta tangente en un punto, siendo este el segundo escenario, 

mientras que el tercero alude a la velocidad instantánea.  

 

 
 

Fig. 2. Función 𝑓(𝑥). 

Fuente: Elaboración propia. 

 

Dado que para el ejemplo que se muestra en la Fig. 2., 

únicamente se ha advertido que 𝑓(𝑥) es una función de grado 

3, escolarmente, el estudiante podrá verificar por medio de 

derivación algebraica, la derivada 𝑓′(𝑥), es una función de 

grado dos. El escenario inmediato que se ha resuelto la derivada 

es el algebraico, para ello el estudiante debe identificar 

posteriormente la gráfica de la derivada la cual es un lugar 

geométrico llamado: parábola.  

Lo mostrado antes dicho, es el escenario ideal de aprendizaje 

por parte del estudiante, es decir, supo derivar 𝑓(𝑥) (función 

cúbica) e identifica que la gráfica de 𝑓′(𝑥) es una parábola. 

Ahora bien, se reconoce que la práctica docente es crucial para 

la apropiación del Aprendizaje Matemático en conocimiento, 

por ello, el docente, debe buscar la forma y propiciar enseñar el 

concepto de derivada. 

 

 
Fig. 3. Punto 𝐹 donde la hormiga ha llegado. 

Fuente: Elaboración propia. 

 

Supongamos entonces, que el docente plantea la enseñanza 

de la derivada con base en la Fig. 2., al comenzar a verter su 

diálogo diciendo que una hormiga tiene que recorrer la 

trayectoria que describe 𝑓(𝑥), advirtiéndole al estudiante que la 

curva, está conformada por una infinidad de puntos, algunos de 

ellos son el conjunto {𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷, 𝐸}, considerando al punto 𝐹 

como un punto al que la hormiga ha llegado, vea la Fig. 3. 

El docente señala que, en cada punto de la curva, pasa una y 

solo una recta tangente, observe la Fig. 4., donde únicamente 

se ha tomado un “trozo” de esa recta tangente denotado por el 

segmento 𝑔 = 𝐺𝐻̅̅ ̅̅  que pasa por el punto 𝐹. 

 

 
Fig. 4. Segmento 𝑔 = 𝐺𝐻̅̅ ̅̅  que denota la tangente al punto 𝐹. 

Fuente: Elaboración propia. 

Imagine que el segmento de recta 𝑔 sigue su cauce una vez 

que el punto 𝐹 (que representa la posición de la hormiga) se 

mueva, por lo tanto, se van a describir infinitas pendientes 

asociadas al segmento, la Fig. 5., muestra como ejemplo la 

pendiente del segmento 𝑔 es negativa, mientras que la gráfica 

de abajo, 𝑔 posee pendiente positiva en el punto (0.39, 2.57). 

 

 

 
Fig. 5. Ejemplo de pendiente negativa y positiva 

respectivamente. Fuente: Elaboración propia. 
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Hasta este punto del escrito, se quiere sensibilizar al lector 

con este ejemplo en la parte visual, es decir, que evoque en su 

mente (imagine) que el punto 𝐹 cuando se mueve, el segmento 

𝑔 también lo hace, por lo que en conjunto el rastro que 

describen lo hacen con infinitas pendientes (inclinaciones) 

mismas que se construyen a lo largo de toda la trayectoria de la 

función 𝑓(𝑥). 

Estas pendientes infinitas, describen una trayectoria 

dependiente del rastro de la función 𝑓(𝑥) al momento de variar 

el punto 𝐹 por toda la curva, por lo que entonces este “rastro” 

constituye a un “lugar geométrico” que se llama derivada, vea 

la Fig. 6., para construir tal lugar geométrico, se comienza a 

crear un punto, cuyas coordenadas serán, en 𝑥 el 

desplazamiento en 𝑥 del punto 𝐹, mientras que la ordenada (𝑦) 

será la pendiente del segmento 𝑔. 

Al continuar con describir el párrafo anterior de mejor 

manera con el único propósito de que se confía que el lector 

eche a andar su imaginación, al imaginar entonces toda la 

descripción antes hecha; es decir, el escenario ante el cual 

queremos mostrar enseñar el concepto de derivada con el único 

recurso didáctico, GeoGebra como software libre sin el empleo 

de alguna fórmula para el cálculo de 𝑓′(𝑥). 

 

 
Fig. 6. La función 𝑓(𝑥) (verde) con su curva derivada 𝑓′(𝑥) 

(morada). Fuente: Elaboración propia. 

 

Así, el docente, con base en su discurso, sobre el cual plantea 

la manera de enseñar el concepto matemático, al imaginar que 

una hormiga se encuentra en el punto 𝐹, partiendo del punto 𝐴 

(aquí el punto 𝐴 y 𝐹 serán iguales, al igual que el punto 𝐸 y 𝐹 

una vez que haya acabado su trayectoria la hormiga) hasta el 

punto 𝐹. 

Al momento que el punto 𝐹 comienza a variar a lo largo de 

la función 𝑓(𝑥), el punto dejará una “trayectoria descrita” 

misma que es un lugar geométrico como el conjunto de puntos 

cuyas abscisas serán el desplazamiento que haga la hormiga y 

las ordenadas las pendientes a lo largo de su camino. 

Esta sensibilización entorno a la enseñanza del objeto 

matemático: la derivada, puede ser lograda una vez que el 

docente ponga en juego sus destrezas epistemológicas que 

involucren la construcción del objeto matemático, por ello, 

como puede verse en este ejemplo, el manejo de un recurso 

didáctico tecnológico, que es de libre uso, le confiere dar un 

valor agregado a la generación del Aprendizaje Matemático 

hacia el estudiante. 

Como se planteó, la función 𝑓(𝑥) es una función polinomial 

de grado 3, por lo que su derivada es una función polinomial de 

grado 2, es decir, geométricamente es una parábola, entonces, 

con base en la Fig. 6., puede comprobarse que la construcción 

de tal lugar geométrico corresponde a la derivada, sin la 

necesidad de haber empleado alguna fórmula su cálculo. Así, 

esta evidencia geométrica de enseñanza de dicho concepto, es 

un escenario fácil y sencillo que puede adaptarse en la 

Matemática Escolar que envuelve a 𝑓′(𝑥). 

El ejemplo anterior mostrado es propiamente para 

concientizar que más allá de plantear en una clase de 

Matemáticas el empleo y manipulación de fórmulas como lo 

que se ve en las Ciencias Básicas (Tronco Común) para la 

obtención de 𝑓′(𝑥), el docente conlleve a poder vincular y 

extrapolar tal concepto (objeto matemático) a otras áreas de 

conocimiento, como por ejemplo el que es propio de Ciencias 

de la Ingeniería. 

Bajo este sentido, un curso que está inmerso en el currículo 

de Ingeniería Mecánica, es la Mecánica Clásica (incluye 

Dinámica y Estática) o bien la Dinámica (como un área de la 

Mecánica Clásica), donde el concepto de derivada es referido 

como la velocidad de un objeto, esto, concibe la transversalidad 

de la epistemología de este concepto, donde ya no únicamente 

en un curso de Cálculo se enseña como un límite, o como la 

pendiente de la recta tangente, sino como la velocidad que sufre 

un cuerpo, partícula u objeto. 

Por tanto, la versatilidad de enseñanza por parte del docente 

mediante el planteamiento de escenarios que son destinados 

para la apropiación de significados de los conceptos 

matemáticos, pueden ser una oportunidad para redefinir su 

práctica docente. 

Más aún, debido a que el caso de la derivada, es uno de 

muchos, de los objetos matemáticos que están presentes en el 

currículo del Futuro Ingeniero, ya sea en los cursos del Ciencias 

Básicas (Tronco Común), cursos de Ciencias de la Ingeniería, o 

bien cursos de Ingeniería Aplicada; esto puede comprenderse 

mejor en la Fig. 7., que se muestra a continuación, en donde se 

considera la presencia de este concepto en el currículo de 
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Ingeniería Mecánica, y se ve la relación tan estrecha de la 

evolución epistemológica que el mismo docente debería propiciar 

alrededor de la derivada: 

 

 
Fig. 7. Organización curricular del objeto matemático la 

derivada. Fuente: Elaboración Propia. 

 

En tanto así, este ejemplo que envuelve al concepto de la 

derivada muestra una forma sencilla en que puede propiciarse y 

darse la CCM a raíz de provocar procesos de enseñanza entorno 

al objeto matemático. 

Si se conjugan ideas o nociones previas, es posible vincularlas 

a la construcción de un concepto matemático una vez que se 

conozca su epistemología; por ende, este concepto a lo largo de 

la trayectoria académica del Futuro Ingeniero, muestra que su 

evolución epistemológica es transversal a su currículo escolar, 

donde el propio docente debe traer consigo en sus modos de 

enseñanza, prácticas o actividades que permitan modelarlo 

matemáticamente a través de un fenómeno o problema. 

Como se aprecia en la Fig. 7., la organización curricular 

permite visualizar la disposición transversal de dicho objeto 

matemático (es decir, que está en cursos posteriores), por ello, 

entender estas necesidades se convierten en un requisito que es 

concerniente considerar sobre qué Matemáticas necesita saber un 

Futuro Ingeniero, no solo durante su formación, sino para el lugar 

de trabajo en el que se desenvuelva. 

Para ello, Damlamian et al. (2009) sostienen que una de las 

bases es el adaptar el plan de estudios (currículo) con base en los 

requisitos que emana la Industria (entiéndase como lugar de 

trabajo) para el Futuro Ingeniero, así como en la correcta 

vinculación de las Matemáticas a la misma; incluso esta 

investigación considera, la necesidad de formar a los docentes en 

nuevos contenidos matemáticos a través de la pedagogía y 

evaluación, misma formación que debería estar centrada a partir 

de contextos reales. 

La siguiente sección, se detallarán algunas investigaciones 

pertinentes que abren puerta a la evidencia y postura sobre la 

necesidad antes ya explicitada: reformular el currículo de 

Ingeniería basado en prácticas matemáticas (donde sean 

dirigidas e involucradas hacia el lugar de trabajo) y actividades 

propiciadoras que involucren la epistemología del objeto 

matemático, a través de la práctica docente. 

III. NECESIDADES DE REFORMA EN EL CURRÍCULO ESCOLAR EN 

LA INGENIERÍA A TRAVÉS DE PRÁCTICAS QUE INCIDAN EN EL 

SECTOR LABORAL 

Como plantea Grimson (2002), tradicionalmente la 

enseñanza de la Ingeniería se ha centrado en la vertiente 

científica y los estudiantes han recibido una sólida formación 

de principios científicos y matemáticos de la disciplina, 

empero, existen aún limitaciones en la resolución de problemas 

en el contexto real, lo cual debe ser propicio un cambio en los 

planes de estudio (currículos) con nuevos enfoques, los cuales 

deben estar enmarcados para poder entrelazar los contenidos 

matemáticos, con el objetivo de encaminar estos conocimientos 

en su uso para el lugar de trabajo. 

En esta misma dirección, investigaciones (Fuller, 2002; Case 

et al., 2005; Engelbrecht et al., 2017) muestran que los Planes 

de Estudio ocupan un lugar destacado en las discusiones y 

debates sobre la Formación de Ingenieros de todo el mundo, 

independientemente del lugar de residencia ya que se considera 

una prioridad nacional. 

Los autores antes citados destacan que esta prioridad es 

enmarcada en términos del progreso económico, donde se debe 

promover la capacidad de resolver problemas sosteniendo un 

compromiso con las tecnologías de la información, gestión de 

la comunicación y habilidades de trabajo en equipo, así como 

con el tipo de conocimiento matemático que deben adquirir 

durante su formación.  

En esta misma sintonía; Hallberg y Ölvander (2021) afirman 

que los tiempos de rápida transformación de la sociedad en 

general y específicamente de la tecnología, se debe plantear la 

cuestión de cómo organizar eficazmente la enseñanza de la 

Ingeniería; tras esto, confiamos en que la Formación 

Matemática del Futuro Ingeniero, permite tener un compromiso 

social, donde se disponga vincular los contenidos que se ven en 

una clase de Matemáticas con los problemas que son abordados 

en el sector laboral (lugar de trabajo). 

Como se aprecia, si existen investigaciones que externan la 

necesidad de reformular el currículo, alrededor del mundo 

siendo de una preocupación latente, por ello, desde el punto de 

vista de Kolmos et al. (2016) (con base en King (2008), 

National Academy of Engineering (2004), Nigel Spinks et al. 

(2006) y Sheppard et al. (2008)), declaran que varias 

organizaciones ya han publicado informes en donde reclaman 

un cambio sistémico en la Enseñanza de la Ingeniería, donde se 

haga hincapié en la empleabilidad, aprendizaje de habilidades, 

el espíritu empresarial y la innovación. 

Lo anterior, permite entonces dar a conocer al lector, que 

estos cambios de reforma hacia el currículo escolar en 

Ingeniería, deben comenzar a propiciarse dentro de las aulas, es 

decir, como se vio en el ejemplo de la Sección II, el docente 

puede propiciar generar un Aprendizaje Matemático hacia el 

estudiante, mismo que se confía que lo pueda utilizar en sus 

cursos posteriores, pero, esto se da, siempre y cuando el docente 

se involucre tanto en la epistemología que envuelve al concepto 

u objeto matemático. 

A su vez, como se vio a lo largo del desarrollo del ejemplo, 

el empleo de las nuevas tecnologías, pueden ser un generador 

de mejora hacia la práctica del docente, considerando su vital 

importancia e implementación en este tipo de objetos 

matemáticos.  

Esta epistemología podrá relucir, a partir como enfatizan 

Pepin et al. (2021), quienes argumentan que deberá haber y 

coexistir una conceptualización de las necesidades matemáticas 
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de los Futuros Ingenieros en términos de niveles de contenido y 

en términos de competencia tal y como lo proporciona la 

Asociación Europea de Educación en Ingeniería. 

En tal Asociación, y desde el punto de vista de Pepin et al. 

(2021) manifiestan que se propone un marco para los Planes 

de Estudio de Matemáticas en la Enseñanza de la Ingeniería, 

cuyo objetivo se basa en reconceptualizar la Enseñanza de las 

Matemáticas a Nivel Superior, incluso de manera general (Niss, 

2003; Niss & Højgaard, 2011). 

Por eso, se confía que, en un futuro, no muy lejano a partir 

de esfuerzos de las políticas públicas, esta reorganización, 

reformulación en el cambio del currículo escolar, centrado en 

¿qué Matemáticas necesita saber un Futuro Ingeniero?, se 

termine por esclarecer advirtiendo que las Matemáticas 

empleadas deben estar encaminadas hacia su lugar de trabajo. 

Y, que como afirma Lakoma (2002) a partir de prácticas que 

puedan vincular la modelación matemática, las cuales permitan 

entrelazar el razonamiento matemático, para tomar decisiones 

en cuanto a una problemática y por ende poder dar una solución 

a terceras personas, estableciendo una correcta comunicación 

matemática a estos resultados de una forma precisa y 

entendible. 

IV. CONCLUSIONES  

En el presente trabajo, logramos mostrar al lector conozca un 

pasaje en la Enseñanza de las Matemáticas grosso modo en la 

Ingeniería, y que como bien, así con el ejemplo expuesto de la 

derivada existen una infinidad de objetos matemáticos, se 

pretende generar conciencia sobre la manera en que estos deben 

enseñarse.  

Con el ejemplo de la Sección II, que se ilustra ante un 

contexto geométrico la forma en que puede ser abordado el 

concepto de derivada, se pretende que el lector, sepa que el 

docente debe comenzar a buscar escenarios epistemológicos, 

que sean el engranaje para entender significados de los 

conceptos y objetos matemáticos. 

Es decir, el docente deberá revestirse de la epistemología que 

envuelve al objeto, ya que así podrá entender los procesos de 

evolución, significación y resignificación de las Matemáticas 

en el entorno escolar, pero, ¿qué significa lo anterior?  

Para responder el cuestionamiento anterior, se expone lo 

siguiente: dado que la Matemática Escolar, es la que se 

considera como objeto de enseñanza y aprendizaje por la 

manera en que las ideas y conceptos matemáticos han sido 

aceptados y se han constituido como una base para dar solución 

a problemas del mundo real, y aunado a la presencia y 

disposición en el currículo escolar en Ingeniería. 

 Como se señaló con el ejemplo del concepto de derivada en 

la Fig. 7., los conceptos aparecen de manera transversal 

posterior al haber pasado por los cursos de Ciencias Básicas, 

mismos que le confieren ser el pilar conceptual para su posterior 

entendimiento y uso en cursos de Ciencias de la Ingeniería e 

Ingeniería Aplicada. 

Es por ello, que se advierte sobre la reformulación del 

currículo escolar vinculándolo hacia un cambio pragmático el 

cual deberá ser acompañado por la práctica docente y las 

necesidades que emana el sector laboral, por ello, las 

Universidades deberán vincular gran parte el desarrollo de las 

competencias matemáticas que se les exigen a los estudiantes 

forjen durante su Formación Matemática.  

El caso de las Universidades en México, públicas y privadas 

que ofertan académicamente Ingenierías, deben conocer las 

necesidades de los vínculos de trabajo con los que entrelacen a 

sus estudiantes egresados, ya que permiten entender que tan 

preparados salen una vez que concluyen sus estudios de 

Ingeniería y se enfrentan al sector laboral, a su vez, pueden 

establecer convenios donde desde los primeros semestres los 

estudiantes lleven a cabo prácticas o visitas guiadas para 

entender los procesos del sector empresarial e industrial.  

Esta plausibilidad que se comenta en el párrafo anterior, 

también conlleva a sumar el cambio pragmático que debe haber 

en la práctica docente, ya que como se vio en el ejemplo de la 

Sección II, los conceptos matemáticos pueden ser enseñados 

una vez que se conozca en la medida de lo posible la 

epistemología de los objetos matemáticos. 

A su vez, las investigaciones citadas en la Sección III, abren 

un panorama para hacer énfasis en comenzar a repensar el 

currículo escolar en Ingeniería,  este panorama de investigación 

presentado dirige entonces a: [1] encauzar la Enseñanza de las 

Matemáticas y la Ingeniería con base en prácticas que propicien 

involucrar a los estudiantes en los posibles lugares de trabajo 

que puedan enfrentarse a futuro y [2] la preocupación de 

instituciones a nivel internacional, quienes muestran ese interés 

de reformulación con base en las necesidades de una 

determinada región geográfica. 

El punto [2] es importante considerarlo, ya que va 

encaminado a cubrir las necesidades de una región específica, 

es decir, el currículo escolar de una determinada Ingeniería, 

debe estar pensado para que el Futuro Ingeniero pueda atender 

las necesidades de una sociedad cuando esté frente al sector 

laboral; por ejemplo, las necesidades del sector laboral del 

Ingeniero Civil en Francia, no son las mismas que las de un 

Ingeniero Civil en México o en Estados Unidos. 

Por ello, el impacto que pueden tener estos cambios pueden 

comenzar a darse desde el pensar en los inicios de Formación 

del Futuro Ingeniero, es decir, el momento en el que el 

estudiante se enfrente a sus primeros cursos de formación de 

Ciencias Básicas, vincule con prácticas la epistemología que 

envuelve al objeto matemático (ya sea desde los objetos 

matemáticos del Cálculo, Álgebra, Probabilidad, Estadística, 

Ecuaciones Diferenciales, Optimización Matemática, etc., por 

mencionar unas áreas de Enseñanza de las Matemáticas) con 

cursos posteriores y por ende con esfuerzos que haga la 

Universidad por incluir prácticas o visitas guiadas al sector 

industrial. 

Estas prácticas que se mencionan, deben ser desarrolladas 

por parte del docente, el cual deberá estrechar los conceptos que 

son más prominentes con el desarrollo de actividades de 

modelación matemática con base en su experiencia; por eso la 

insistencia de que el docente debe conocer la epistemología del 

concepto matemático, mismo que le permitirá desapegarse del 

sinfín de manipulaciones algebraicas y comenzar a dotar de 

significados alrededor de los conceptos y objetos matemáticos. 
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 Como parte de los retos e implicaciones que este escrito deja 

hasta este momento, es precisamente impulsar políticas 

públicas que sean encaminadas a la mejora de la Educación 

Matemática en la Ingeniería, capacitar a los docentes de 

manera continua, no solo con dotar el desarrollo de sus 

habilidades de comunicación, sino también de contenido en su 

práctica docente, como lo es con el manejo de nuevas 

tecnologías. 

Estos esfuerzos, deben generar voces dentro de las 

Instituciones de Educación Superior en Ingeniería, para crear 

lazos y vínculos para la mejora continua en la Enseñanza de las 

Matemáticas en la Ingeniería dentro del claustro docente, los 

cuales deben ser acercados a la Investigación en Educación 

Matemática, es decir, con base en evidencia científica comenzar 

a atender una determinada problemática, que puede ir desde su 

propia capacitación y actualización docente. 

Como bien se señaló en la Introducción de este artículo, la 

preocupación latente por aminorar los índices de reprobación y 

abandono por parte de los estudiantes en los primeros cursos de 

formación, debe ser apoyada por la mejora en el cambio del 

currículo escolar en Ingeniería, y que a juicio de Hallberg y 

Ölvander (2021), los desarrolladores de planes y programas de 

estudio carecen de una visión completa por lo que se necesita 

estrechar lazos de comunicación, planificación y compartición 

de recursos que sean unificados homogéneamente para crear un 

currículo adecuado a las necesidades de la región. 

Para concluir este escrito quiero propiciar una sensibilización 

del actuar de la Educación Matemática en la Ingeniería, al 

buscar soluciones de una determinada problemática, y aunque 

estas, no son inmediatas, la investigación que se a través de ella 

permite generar y plantear mejoras que pueden ser 

implementadas en un aula de clases. 
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Resumen La presente investigación, se ubica en el contexto de 

los problemas relacionados con las mejoras de los algoritmos 

de agrupamiento o clustering. En particular, el problema que se 

aborda consiste en reducir el tiempo de procesamiento del 

algoritmo de agrupamiento Fuzzy C-Means (FCM) para la 

solución de grandes datasets. El enfoque de solución consistió 

en mejorar la fase de inicialización de FCM mediante la 

optimización de la matriz de pertenencia inicial. A este nuevo 

algoritmo se le denominó Hybrid OK-Means Fuzzy C-Means 

(HOFCM). 

El problema de agrupamiento de FCM es del tipo NP-Hard, lo 

cual justifica el uso de métodos heurísticos para su solución. A 

la fecha, se han propuesto mejoras en la etapa de inicialización 

del algoritmo FCM. Sin embargo, no están orientadas a la 

solución de grandes datasets como las que se presentan en el 

Big Data. En este sentido, el algoritmo propuesto reduce el 

número de iteraciones al optimizar los valores iniciales de la 

matriz de pertenencia. Este enfoque consta de tres pasos: a) 

generar un conjunto de n soluciones de un dataset dado, 

aplicando una variante del algoritmo K-Means; b) seleccionar 

la mejor solución como base para generar la matriz de 

pertenencia optimizada y c) resolver el dataset dado con FCM.   

Para validar los resultados del algoritmo HOFCM, se diseñaron 

y ejecutaron un conjunto de experimentos compuestos de 

datasets reales y sintéticos. HOFCM se contrastó con los 

algoritmos: FCM estándar, FCM-KMeans, FCM++ y NFCM. 

Con base en los resultados experimentales, se observó que 

HOFCM obtuvo una reducción en el tiempo de solución en 

todos los datasets grandes, comparado con el algoritmo FCM 

estándar. Al contrastar los resultados de HOFCM con los 

algoritmos FCM-KMeans, FCM++ y NFCM, se observó que, 

en promedio, fue más rápido 1.51, 2.87 y 3.01 veces 

respectivamente. 

Finalmente, con base en los resultados obtenidos, es posible 

afirmar que, con esta investigación, se aportaron beneficios 

para usuarios que buscan resolver el problema de agrupamiento 

difuso de grandes datasets, como los que se presentan en Big 

Data en tiempo razonable. 

Palabras claves: big data, clustering, Fuzzy C-Means, time 

complexity.  
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InnovaTecNM y HackaTecNM 2023 

 

 

 

 

 

 

 

El Instituto Tecnológico de Tlalnepantla fue la sede 

de la etapa local del certamen del 23 al 26 de mayo 

de 2023. La organización contó con el apoyo del 

Comité Organizador, dirigido por la directora del 

plantel la Maestra Silvia Santiago Cruz como 

Vicepresidenta ejecutiva y la M.E. Ivonne 

Echevarría Chan como responsable general del 

programa, además de la participación de las 

subdirecciones académicas, administrativa, de 

planeación y vinculación, así como los 

colaboradores y organizadores de cada área. 

En esta etapa se registraron 46 proyectos con la 

participación de 202 estudiantes, quienes 

recibieron la orientación de 43 docentes. Estos 

proyectos se enmarcaron en las 6 nuevas categorías 

del Certamen de Proyectos InnovaTecNM. 

Además, se invitó a los estudiantes a unirse al reto 

HackaTecNM, con el objetivo de idear soluciones 

innovadoras para la problemática "empoderador 

financiero" planteada por la Financiera Social 

Carlos Quinto. En este desafío, 3 equipos 

multidisciplinarios compitieron, colaborando 

intensamente durante 36 horas seguidas. Utilizando 

tecnologías de vanguardia, lograron crear la 

solución más destacada para la mencionada 

problemática. 

La comunidad organizadora desea expresar su más 

sincero agradecimiento a todos los miembros de la 

comunidad estudiantil por su participación 

destacada en eventos de esta naturaleza. La 

dedicación y compromiso demostrados por cada 

uno de los estudiantes han sido esenciales para el 

éxito continuo de estas iniciativas. Su contribución 

no solo ha enriquecido sus propias experiencias 

educativas, sino que también ha tenido un impacto 

positivo en el desarrollo global de la comunidad. 

La voluntad de los estudiantes para formar parte 

activa en actividades que fomentan la colaboración, 

la innovación y el trabajo en equipo es digna de 

admiración. Reconocemos que invertir tiempo y 

esfuerzo en eventos de esta naturaleza implica 

sacrificio, y por ello, valoramos profundamente la 

dedicación que cada estudiante ha demostrado. 

Los estudiantes no solo están construyendo su 

propio camino hacia un futuro prometedor, sino 

que también están contribuyendo a la creación de 

un entorno en el que el intercambio de ideas y la 

creatividad florecen. Su participación ejemplifica 

su compromiso personal con el progreso colectivo 

y refleja el espíritu colaborativo que caracteriza a 

la comunidad estudiantil. 

Esperamos con entusiasmo contar con su continuo 

apoyo y participación en futuras oportunidades. 

Juntos, seguiremos avanzando hacia un futuro de 

logros y éxitos  

EQUIPOS GANADORES 

El equipo ganador del HackaTecNM fue Equipo 

Tlacaqui, integrado por los estudiantes: Manuel 

Bonilla Arizmendi, Aarón Antonio Calderón 

Laguna, Jorge Gallegos Santiago, Sabrina Juárez 

Hernández y Ricardo Landeros Guerrero. 
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Fuente:  MEMORIA DE LA CUMBRE DE DESARROLLO TECNOLÓGICO, INVESTIGACIÓN E INNOVACIÓN 2023. 
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Nopaltepec Jesús Eduardo Barocio Rodríguez, Marlene 

Yacaranday Mojica Román, Jesús Muciño 

Martínez, Joana Marianne Hernández 

Hernández, José Domingo Herrera Yáñez 

Gabriel Sauza 

Salinas 

Eléctrica y 

Electrónica 

Keyboard Braille Jorge Monroy Ortiz, Jennifer León Miranda, 

Roberto Antonio Palacios Barrera, Naomi 

Belén Domínguez Hernández 

José Luis 

González 

Rodríguez 

Flash Buv Sebastián Alexander Flores Baeza, Angel 

Eduardo Cano García, Fernanda Atzican 

López Aguilera, Rebeca Lara Córdova 

Hilda Díaz 

Rincón 

Electromovilidad y 

Ciudades 

Inteligentes 

3D Totem 

inteligente 

Cristian Fernando Zarate Reyes, Samantha 

Juárez Hernández, Lemuel Israel Vázquez 

Maya, Gael Moreno Lara, Kevin Jesús Mejía 

Alva 

Juan Mendoza 

Camargo 

Servicios para la 

salud 

Cunpéia Andrea Rodríguez Salgado, Bryan Andre 

Lemus Buitrón, Lorena Medellín Gómez, 

Asher Fabián Escobedo Escobar, Giovanni 

Mendoza Ramos 

Marisol Coba 

Martínez 

SIPE Erika Sofía Sáenz Uscanga, Luís Abraham 

Derramadero García, Luis Eliot Gil Flores, 

Iván De Jesús González Romero, Héctor 

Saucedo Gómez 

Juan Mendoza 

Camargo 

Industrias creativas   Xamigua MX Victoria Bolaños Cruz, Andrea Mireles 

Rodríguez, Luis Felipe González Gaona, Pilar 

Caudillo Miranda, Areli García Santiago 

Delia 

Cervantes 

Ángeles 

Lagartos Esports Carlos Alexis Sesmas Guevara, Zaira Asbel 

Herrera Higuera, Angel Ivan Reyes Rodríguez, 

Francisco Javier Bernal Garduño 

José Antonio 

Navarrete 

Prieto 

Cambio climático Reciclatec José Manuel Victoriano Cano, José Antonio 

Olguín Sánchez, Johan Jaír Morales Cerón, 

Beatriz Adriana Avilés Hernández, Miguel 

Angel Valle Sánchez 

Juan Mendoza 

Camargo 

Cuapet Osvaldo Velázquez Mijares, Britaney Janet 

Martínez Juárez, Josué Quintero Guendulain, 

Francisco Daniel Barrita Bolaños, Perla 

Monserrat Nolasco Vrugada 

Karla Idalia 

Carrizales Paz 
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